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D'A  L  G  È  BRE. 


SECONDE  PARTIE. 

ANALYSE  INDÉTERMINÉE. 


CHAPITRE    PREMIER. 

'De  là  résolution  des  Équations  du  premier  degré, 
qui  renjerment  plus  d'une  inconnue. 

I.  v/n  a  vu,  dans  les  Élémens  d'Algèbre ,  comment  una 
qaantité  inconnue  se  détermine  par  une  seule  équation ,  et  conv 
ment  on  peut  déterminer  deux  inconnues  au  moyen  de  deux 
équations,  trois  inconnues  au  moyen  de  trois  équations ,  et  ainsi 
de  suite  ;  ensorte  qu'il  faut  toujours  autant  d'équations  qu'il 
y  a  d'inconnues  à  déterminer ,  du  moins  quand  la  question 
elle-même  est  déterminée. 

Lors  donc  que  la  question  ne  fournit  pas  autant  d'équation» 
ju'on  est  obligé  d'admettre  d'inconnues  ;  il  y  en  a  qui  restedl 

A 


indéterminée»  et  qui  dépendent  de  notre  volonté;  et  cela  fait 
qu'on  nomme  ces  sortes  de  questions  des  problèrt^es  indéter-^ 
minés.  Ils  font  le  sujet  d*une  branche  particulière  de  l'Analyse , 
et  on  appelle  cette  partie  V Analyse  indéterminée. 

û.  Comme  dans  ces  cas  on  peut  prendre  pour  une ,  ou  pour 
plusieurs  inconnues ,  tels  nombres  qu'on  veut ,  ils  admettent 
aussi  plusieurs  solutions. 

Cependant,  comme  d'un  autre  côté  on  ajoute  ordinaire- 
ment la  condition  que  les  nombres  cherchés  doivent  être 
entiers  et  même  positifs»  ou  du  moins  rationnels  ,  le  nombre 
de  toutes  les  ^tolutions  possibles  de  ces  questions  se  trouve 
fort  borné  par  là  ;  desorte  que  souvent  il  n'y  en  a  que  très- 
peu  de  possibles  ;  que  d'autres  fois  il  y  en  a  une  infinité  y 
mais  qui  ne  se  présentent  pas  à  l'esprit  facilement  ;  que  quel- 
quefois enfin  il  n'y  en  a  aucune  de  possible.  On  peut  ûon9r 
pressentir  que  cette  partie  de  l'Analyse  demande  souvent 
des  artifices  tout-à-fait  particuliers»  et  qu'elle  sert  beaucoup 
à  aiguiser  l'esprit  des  commençans  »  et  à  leur  donner  de  l'adresse 
dans  le  calcul. 

3.  Nous  commencerons  par  une  des  questions  les  plus  fa*- 
ciles  ,  en  cherchant  deux  nombres  dont  la  somme  fasse  lo.  It 
jera  superflu  d'ajouter  que  ces  nombres  doivent  être  entiers 
et  positifs. 

Indiquons-les  par  x  et  y ,  ensorte  qu'il  faut  que 

x+y=:io,    d'où    a:=:io— j', 

où  y  n'est  déterminé  qu'en  tant  que  cette  lettre  signifie  un." 
nombre  entier  et  positif.  On  pourrait  parconséquent  lui  sub-  / 
stitwrr  tous  les  nombres  entiers  depuis  i  jusqu'à  l'infini  ;  mai%.. 
remarquons  que  x  doit  pareillement  être  un  nombre  positif^' 
et  il  suit  de  là  que  ^  ne  peut  être  plus  grand  que  lo ,  puisqu'au*^* 
trement  x  deviendrait  négatif ,  et  «i  on  rejette  aussi  la  valeiff  j 
wtcp,  on  ne  peut  même  faire  y  plus  grand  que  3.  Ainsi 
«e  ne  sont  que  les  solutions  suivantes  qui  ont  lieu. 


D*ALGiBAE:  S 

Si  y=i,    a,    3,    4,    5,    6,    7,    8,    9,- 

on  a  a;  =  9,    8,    7,    6,    5,    4,    5,    a,     1, 

Or  les  quatre  dernières  de  ces  nenf  solutions  étant  les  mêmes 
que  les  quatre  premières ,  il  est  clair  que  la  question  n'admet 
au  fond  que  oinq  solutions  différentes. 

Que  si  Ton  demandait  trois  nombres  dont  la  somme  fût  10, 
on  n'aurait  qu'à  partager  en  deux  parties  Fun  des  nombres 
qpe  nous  venons  de  trouver ,  et  on  obtiendrait  de  cette  ma- 
nière un  plus  grand  nombre  de  solutions. 

4.  Comme  nous  n'appercevons  la  aucune  diiEculté ,  nous 
passerons  à  des  questions  un  peu  moins  faciles. 

Question  première.  Il  s'agit  de  partager  a5  en  deux  parties, 

dont  l'une  soit  divisible  par  a ,  et  dont  l'autre  soit  divisible 

I  par  3. 

Soit  l'une  des  parties  chercbées  ^=  ax,  et  l'autre  r=3y,  il 

faudra  que 

ax  +  3y  =  a5, 

têt  pareoBséquent  que 

ax  =  a5  — 3y. 

K  Ton  divise  par  a ,  on  a 

a5— 3y 
a 

d'où  nous  concluons  en  premier  lieu  que  Zy  doit  être  moindre 
que  a5y  et  parconséquent  y  plus  petit  que  8.  Qu'on  tire  de 
cette  valeiâr  de  x  autant  d'entiers  qu'il  est  possible,  c'est-^à*- 
dire  qu'on  divise  par  le  dénominateur  a  »  on  aura 

•  ^  —y 

if  oà  il  mit  que  x  — jy ,  ou  bien  J'  —  1  »  doit  être  fivisiWo 

a 


4  ÏLÉMEN» 

par  a:  Ainsi  nous  ferons 


et  nous  aurons 
desorte  que 


'  y  —  1  =  32  , 
y  =  2Z+i  , 

X=:  12  —  22 —  1  — 2=11—32. 


Or  puisque  y  ne  saurait  être  plus  grand  que  8 ,  l'on  ne  peut 
non  plus  prendre  pour  z  des  nombres  qui  rendraient  22+1 
plus  grands  que  8.  Parconséquent  il  faut  que  2  soit  plus  petit 
que  4>  c'est-à-dire  que  2  ne  peut  être  pris  plus  grand  que  3, 
et  de  là  résultent  les  solutions  qui  suivent  : 


Si  on  fait 
.  on  a 
et 


2=    0 

2  —  1 

2       2 

y=  1 

a:=  11 

j.  =  3 

y    ^ 

X      5 

2 

y 

X 


-3 

=  7> 
=  2. 


Donc  les  deux  parties  de  25  qu'on  cherchait  y  sont  : 

l^22  +  3,    2^lG  +  9,   3^lo  +  ^5,   4^4  +  2l; 

'    ■  .  * 

5.  Question  seconde.  Partager  100  en  deux  parties    tellei 
que  l'une  soit  divisible .  par  7^  et  l'autre  par  11. 

Soit  donc  yx  la  première  partie ,  et  1  i-y  la  seconde  ,  i] 
faudra  que 

•jx  -f.  iiy  =  100; 

et  parconséquent  que 


i  #         ■ 


oa  qu» 


loo— *  ii3^_<)8  +  2  — 7y~4y  . 

7 


donc  il  faut  que  2  —  /Çy ,  ou  4y  —  ^  >   *oi*  divisible  par  f 
Ov  ii  f  on  peut  «aviser  4y  — ?  a  !par  7  ^  on  pourra  ans9i  divif^ 


d'algèbre; 

par  7  sa  moitié  sy  —  i  ;  qu'on  fasse  donc 

2y— 1=72,     ou     !iy  =  yz  +  ii 
on  aura 

<x  =?=  14  —  j^  —  2Z, 
Hais  puisque 

ay  =  7a  +  1  =  6z  4.  z  +  1 , 
on  aura  y  =  32  +  ^Jlli  ; 

et  il  faudra  faire 


Z^  1  -^ZQU,    ou    2=21*—  i; 

cette  supposition  donne 

y  =  3a+u, 

€t  parconséquent  on  peut  prendre  pour  u  tout  nombre  entier 
qui  ne  rend  pas  a:  ou  j'  négatifs.  Or  comme 

yzziyu  —  3  et  a:=:ig  — iiu, 

la  première  de  ces  formules  indique  que  yu  doit  surpasser  3; 
et  suivant  la  seconde,  iiu  doit  être  moindre  que  19  ,  ou  u 
Snoindre  que  -J-J  ;  ainsi  u  ne  peut  pas  même  être  r=  a  ;  et 
puisqu'il  est  impossible  que  ce  nombre  soit  o  ,  il  faut  néces- 
sairement que  u  =  1  :  c'est  la  seule  valeur  que  cette  lettre 
I  puisse  avoir.  Il  résulte  de  là  que 

j  x  =  8,  ety=z4, 

I  et  que  les  deux  parties  de  loo  qu  on  cherchait,  sont,  1*.  55, 
et  a*.  44- 

Question  troisième.  Partager  loo  en  deux  parties ,  telles 
qu'en  divisant  la  première  par  5 ,  il  reste  a ,  et  qu'en  divisant 
la  seconde  par  7 ,  il  reste  4* 

Puisque  la  première  partie ,  divisée  par  5  ^  laisse  le  résidu  s; 
j\  mous  supposerons  qu'elle  soit  =:5a;-f-â^  et  par  une  raiso» 

etl  ' 
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semblable,  nous  ferons  la  seconde  partie,  :=:7^4-4-  Nous 
avons  parconséquent 

5^  +  7y  +  6  =  100,  ou  Sx r=  94  — 7y  =  90+4— 5y—32y; 
d*oû  nous  tirons 

a:==i8— y  — -^~   > 

Il  suit  de  là  que  4  "~  ^  >  ou  ay  —  4  >  ou  bien  la  moitié 
y  —  a,  doit  être  divisible  par  5.  Faisons,  par  cette  considé- 
ration, 

jf  — 2  =  52,   ou  y^=.Sz'^a., 

nous  aurons 

j:=  iG  —  7a; 

d'où  nous  concluons  que  jz  doit  être  plus  petit  que  16  ,  et  s 
plus  petit  que  ^ ,  c'est-à-dire  que  z  ne  peut  surpasser  a. 
La  question  proposée  admet  parconséquent  trois  solutions  : 

1*.  «  =  G  donne  a;=iG  ety  =  3,  d'où  résultent  les  deux 
parties  de  100  qu'on  cherchait,  8a-f-i8. 

a*.  «  =  1  donne  x=9  et  ^  =  7,  et  les  deux  parties  en 
question  sont  47  +  53. 

3®.  2=  a  donne  x  =  a ,  et_y  =  la  ,  et  on  a  les  deux  par- 
ties la  -f-  88. 

7.  Question  quatrième.  Deux  paysannes  ont  ensemble 
100  œufs  ;  l'une  dit  à  l'autre  :  Quand  je  compte  mes  œufs 
par  huitaines,  il  y  a  un  surplus  de  7.  La  seconde  répond  : 
Si  je  compte  les  miens  par  dixainés ,  je  trouve  le  même  sur" 
plus  de  7.  On  demande  combien  chacune  avait  d'œufs? 

Comme  le  nombre  des  œufs  de  la  première  paysanne ,  divisé 
par  8 ,  laisse  le  résidu  7 ,  et  que  le  nombre  des  œufs  de  la  se-' 
conde,  divisé  par  10,  donne  le  même  résidu  7,  on  exprimera 
■    le  premier  nombre  par  8x4-7,  et  le  second  par  ioy-f-7î 
de  cette  façon. 

8x-f- ioy  +  i4=ioo,    ou    8a:  =  86  — loy^^ 

on  4a?  =343  —  5y  =  4o  +  3— -^— j'.  ^5 
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Parconséquent  si  l'on  fait 

jf  —  3  =  4* ,    desorte    que  jf =4*  +  3» 

on  aura 

a:=  lo— 4*  —  3— a =7  —  5*; 

d'où  il  suit  que  5z  doit  être  plus  petit  que  7 ,  et  z  plus  petit 
que  a  ^  c'est-à-dire  qu'on  n'aura  que  les  deux  solutions  sui^ 
Tantes  : 

1**.  z  =  o  donne  a?  =  7,  et  y^=z3',  ainsi  la  première  ptfjr-» 
taime  avait  63  œufs^  et  la  seconde  en  avait  37. 

a®,  a  =  1  donne  x  t=  a  ^  et  j^  =  7  ;  donc  la  première  pay- 
sanne avait  a3  œufs^  et  la  seconde  en  avait  77. 

8.  Question  cinquième.  Une  troupe  d'hommes  et  de  femmet 
a  dépensé  dans  une  auberge  1000  sous»  Les  hommes  ont  payé 
19  sous  chacun^  et  les  femmes  i3.  Combien  y  avait-il  d'hommes 
et  de  femmes  ? 

Soit  le  nombre  des  hommes  =  a?  ^  et  celui  des  femmes  =J^> 
Dn  aura  l'équation 

igx  -f-  i3y=  loco. 
Donc 

i5y  =  1000—  i9x=:988+  13 —  i3x— ffjr, 

^            ,  la  —  6x 
et  ^=76  — a:  H j^— ; 

d'où  il  suit  que  la— 6a:,  ou  6x  — la,  ou  aussi  jc  — a,  la 

nxième  partie  de  ce  nombre ,  doit  être  divisible  par  i3.  Qu'oa 

fasse  donc 

x  —  a  =  i3«  j 
on  aura 

x=i3a+a,d'ony=76 — iSa — a— 6*,  ou  jf =74 — igz; 

ce  qui  fait  voir  que  z  doit  être  moindre  que  ^,  et  parcoo*- 

•       4 


I 
I 
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séqnent  moindre  que  4  \  desorte  que  les  quatre  solutions  sui- 
vantes peuvent  avoir  lieu. 

l^  z  =  o  donne  a;  =  3  et  ^'  =  74.  Dans  ce  cas,  il  y  avait 
â  hommes  et  74 femmes;  ceux-là  ont  payé  38  sous,  et  celles-ci 
962  sous. 

a®.  z=  1  donne  le  nombre  des  hommes  x=  i5,  et  celui 
des  femmes  j^  =  55;  ceux-là  ont  dépensé  a85  sous,  et  celles-ci 
71 5  sous. 

Z**.  z=:q  donne  le  nombre  des  hommes  x  :=  aS ,  et  celui 
âes 'femmes  ^  =  3G -,  donc  ceux-là  ont  dépensé  532  sous,  et 
celles-ci  468  sous. 

4*.  2i=3  donne  a;==4i  etj^'=i7;  ainsi  les  hommes  ont 
dépensé  77g  sous,  et  les  femmes  ont  dépensé  221  sous. 

3.  Question  sixième*  Un  fermier  achète  à-la- fois  des  che- 
vaux et  des  bœufs  pour  la  somme  de  1770  écus  ;  il  paye  3i  écus 
pour  chaque  cheval,  et  21  écus  pour  chaque  bœuf.  Combien 
a-t-il  acheté  de  chevaux  et  de  bœufs  ? 

Soit  le  nombre  des  chevaux  =  a: ,  et  celui  des  bœufs  :=ry  ; 
il  faudra  que 

ou  que 

2iy=  1770  —  3ix=  17G4  +  6 —  21j:—  10a;, 

c'est-à-dire  que 


^  =  84  —  a;  + 


6 —  10a: 


21 


Donc  il  faut  qu'on  puisse  diviser  lox — G,  et  aussi  la  moitié 
5a;  —  3,  par  21.  Qu'on  suppose  donc 

5a;  -^  3==2i2i^ 
on  aura 

5a;  =  21a  ■+;  3,  ^'=84— ^— ^-s; 

Or,  puisque 
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212  +  3        ,     ,  z  +3 

^=— 5— =  ^  +  -T^' 
il  faudra  faire  encore 

a +3  =  51*; 
cette  supposition  donae 

z=5m-3,  0^=21^-12,  et  jf=84-2iM+i2-iou+S=i03-3iu, 

et  il  suit  de  là  que  u  doit  être  plus  grand  que  o,  et  cependant 
plus  petit  que  4  y  ce  qui  fournit  les  trois  solutions  qui  suivent  : 

1°.  u=i  donne  le  nombre  des  chevaux  07  =  9,  et  celui 
des  bœufs  ^t=  71;  donc  les  premiers  ont  coûté  279  écus,  et 
les  derniers  1491   écus;  en  tout  1770   écus. 

2^  u  =  2  donne  a:=r3o  etj'  =  4o;  ainsi  les  chevaux  ont 
coûté  930  écus,  et  les  bœufs  ont  coûté  840  écus,  ce  qui 
fait  ensemble  1770  écus. 

3°.  u=3  donne  le  nombre  des  chevaux  x=5i,  et  celui 
des  bœufs  ^  =:  9  ;  ceux-là  ont  coûté  i58i  écus,  et  ceux-ci 
189  écus;  cela  fait-ensemble  1770  écus. 

10.  Les  questions  que  nous  avons  considérées  jusqu'à  pré- 
sent,  conduisent  toutes  à  une  équation  de  la  forme 

où  a,  ô  et  c  signifient  des  nombres  entiers  et  positifs,  et  où 
l'on  demande  pour  a:  et  j^  pareillement  des  nombres  entiers 
positifs.  Or  si  h  est  négatif,  et  que  l'équation  ait  la  form« 


ax 


=  *>'  +  c. 


on  a  des  questions  d'une  toute  autre  espèce,  €t  qui  ad- 
mettent une  infinité  de  solutions  :  nous  allons  en  traiter  aussi, 
avant  que  de  finir  ce  chapitre. 

Les  plus  simples  de  ces  questions  sont  de  la  nature  de  celle- 
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ci  :  on  cherche  deux  nombres  dont  la  diflFércnce  soit  6.  Si 
Ton  fait  ici  le  plas'^ petit  nombre  =x^  et  le  plus  grand  =^, 
il  faudra  que 

j^  — 07=6,    et  que    j^  =  G-f-a:. 

Or  rien  n'empêche  maintenant  de  substituer  au  lien  de  x  tout 
les  nombres  entiers  possibles^  et  quelque  nombre  que  l'on 
adopte,  j^  le  surpassera  toujours  de  6.  Qu'on  fasse,  par  exemple^ 
a:=ioo,  on  auraj^  =  ioG;  il  est  donc  clair  qu'une  infinité 
de  solutions  peuvent  avoir  lieu. 

11.  Viennent  ensuite  les  questions  où  c=:o,  c'est-à-dir© 
où  ax  doit  équivaloir  à  by.  Qu'on  cherche ,  par  exemple  > 
un  nombre  qui  soit  divisible  tant  par  5  que  par  7;  si  oa 
écrit  N  pour  ce  nombre,  on  aura  d*abord  A^=5a7,  puis- 
qu'il faut  pouvoir  diviser  A^  par  5  ;  ensuite  on  aura  aussi 
^=7y»  parceque  le  même  nombre  doit  être  divisible  par  7  ; 
on  aura  parconséquent 

5j:=^     et    a:  =  ^. 

Or  comme  7  ne  peut  se  diviser  par  5 ,  il  faut  que  y  soit 
divisible  par  5;  qu'on  fasse  donc  ^=5*,  on  aura  a: =72; 
desorte  que  le  nombre  cherché  A^=352;  et  comme  on  peut 
prendre  pour  z  un  nombre  entier  quelconque  ,  on  voit  qu'on 
peut  assigner  pour  N  un  nombre  infini  de  valeurs;  telles  sont  : 

35,  70,  io5,  i4o,  175,  190,  etc. 

Si  on  voulait  ji  outre  la  condition  supposée ,  que  le  nombre  N 
fût  aussi  divisible  par  g ,  on  aurait  d'abord  N  '^=2  ZSz  ^  et  on 
aurait  de  plus  N=::qu.  De  cette  manière, 

55z  =  gu,    et     m  = ; 

et  il  est  clair  qu'il  faut  que  z  soit  divisible  par  g.  Soit  done 
2  =  gr,  on  aurau  =  35^^  et  le  nombre  cherché  iV=:  3 i5x» 
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la.  La  difficulté  est  plus  grande  lorsque  c  n'est  pas  o; 
par  exemple,  lorsqu'il  faut  que  5afz=:^-4-3>  équation  à 
laquelle  on  parvient  en  cherchant  un  nombre  N  tel  qu'on 
puisse  le  diviser  par  5 ,  et  que  si  on  le  divise  par  7  on  ob* 
tienne  le  résidu  3;  car  il  faut  alors  que  iV=5x,  et  aussi 
que  iV==:7^ -f-3,  d'où  résulte  l'équation 

5x  =  7y  +  5, 
et  parconséquent 


JC 


^7y  +  5_5y  +  fly  +  3 ,  gy  +  s 


Qu'on  fasse  ay  -+•  3=  62; ,  on  aura  x  =jf  +jb  ;  or  à  cause  de 

ûy+3=5z,    ou  de    3y  =  5z  — 3, 
en  a 

5s  — 3  ,  a— 3 

J^  =  — j—      ou     jr  =  2a+-— -, 

Qu'on  suppose  donc  encore 

a  —  3  =  au ,  ^ 

on  aura 

z  =  2u-(-3,   ^=5u  +  6    et    j:=j^ +  «  =  7u +9* 

Donc  le  nombre  cherché  iV=35a-f-4^»  où  on  peut  substi- 
tuer au  lieu  de  u  non*seulement  tous  les  nombres  entiers  po- 
sitifs, mais  aussi  des  nombres  négatifs;  car,  comme  il  suffit 
que  N  devienne  positif,  on  peut  faire  u  rz  —  1 ,  te  qui  rend 
iV=io.  On  obtient  les  autres  valeurs,  en  ajoutant  conti- 
nuellement 35 ,  c'est-à-dire  que  les  nombres  cherchés  sont  : 

10,  4s >  80,  ii5,  i5o,  i85,  220,  etc. 

i3.  Les  solutions  de  ces  sortes  de  questions  dépendent  du 
rapport  des  deux  nombres  par  lesquels  il  s'agit  de  diviser  > 
c'est-à-dire  qa'elles  deviennent  plus  on  moins  longues,  sui- 
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yant  la  nature  de  ces  diviseurs.  La  question  suivante^  pai' 
exemple^  admet  une  solution  très-courte  :  On  cherche  un 
nombre  qui ,  divisé  par  6 ,  laisse  le  résida  â  ^  et  qui  y  divisé 
par  iZ,  donne  3  de  résidu. 

Soit  N  ce  nombre  :  il  faut  i".  que  iV=  Gx+  a,  et  2*.  qu» 
A^  =  1 3y  +•  3  ;  parconséquent 

6x+a=i3j^+3,   ^x=\Zy+i  et  a:=i^ti=ay+-2^: 

Qu'on  fasse  y  -^  i  z=^6z,   on  aura 

jr  =  6z-— 1     et     a:=  2y -)- z=i3z  — 2; 

d'où  il  suit  que  le  nombre  cherché 

Nzzijiz — 10. 

Donc  la  question  admet  les  valeurs  suivantes:  68,  i4^,' 
5224»  3o2 ,  38o,  etc.  qui  forment  une  progression  arithmé- 
tique ,  dont  la  différence  est  78  =  6.13.  Il  suffit,  parcon- 
séquent, de  connaître  une  seule  de  ces  valeurs  pour  trouver 
facilement  toutes  les  autres. 

14.  La  question  suivante  fournit  un  exemple  d'une  solution 
plus  longue  et  plus  pénible. 

Question  huitième*  Trouver  un  nombre  N  qui,  étant  di- 
visé par  39  ,  donne  le  résidu  iG  ,  et  tel  aussi  que  si  on  le 
divise  par  56,  on  trouve  le  résidu  27. 

Il  faut  en  premier  lieu  que  iN^=39p+  16,  et  en  second 
lieu  que  iV=:  S^q  +  27  \  ainsi 

Sgp  +  1 S  =  56(5f  +  27 ,    ou    3gip  =  56ç  +11, 
«t 

•n  exprimant  par  r  la  fraction    '  „     ■  .  Ainsi 
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-,                   •            ^           3qr— 11             ,  5r— 11  , 

59r  =  i79+ii    et  ç=:-2_ — ^rsarH —^^^+^'^ 

de  façon  que 

5r— Ti  - 

jrz5 .      ou    i7^=:5r— 11, 

d'où  provient 

de  manière  que 

e= — ^ — ,    ou    5^=:aj+ii^ 

d'où   l'on  tire 

5^— ii_    ,  ,  t — 11         .   , 
j= — - —  =  n«H ^^—Qt  +  u, 

«n  £usant 

f— 11 

u  = et     t=52U  +  lï- 

a       . 

Or  n'y  ayant  maintenant  plus  de  fractions ,  on  peut  prendre  u 
à  volonté,  et  on  n'aura  plus  qu'à  passer,  en  rétrogradant^ 
par  les  déterminations  suivantes  : 

■ 

f  =  att  +  1 1 , 
j  =b=  at  -f-  u  =    5u  ^    aa  ; 
r  =±=  3^  +  ^   =  17a  +    77 , 
t]  =z  ar  +  s  =z  Sgu  +  17G  , 
p  z=   ç  +  r  =  5Su  +  a53 , 

et  enfin  7^=59.5614-1-9883.  On  trouvera  la  plus  petite  va- 
leur possible  de  JV,  en  faisant  u= — 4  5  ^^°s  cette  suppo- 
sition on  a  A'^nr  1147.  Q*^®  *^  1*^^  ^"^^  uii=x— -4>  on  trouve 

iV=  ai84r--8736  +9883,  ou  iV  =  ai84x  +  1147. 
Ce^  uomtres   forment  parconséquent  une  progression  arith- 


l^  é  L  é  M  E  N  s 

métique^  dont  le  premier  terme  est  ii47 ,  ^^  ^^^^  ^  diffe^ 
rence  est  âi84;  en  voici  quelques  termes  r 

ii47>  333i,  55i5,  7699,  9883,  etc, 

1 5.  Ajoutons  encore  quelques  autres  questions  sur  lesquelles 
on  puisse  s'exercer. 

Question  neuvième.  Une  compagnie  d'hommes  et  de  femmes 
se  trouvent  à  un  pique-nique  ;  chaque  homme  dépense  aS  liv. 
et  chaque  fenune  dépense  1 6  liv. ,  et  il  se  trouve  que  toutes 
les  femmes  ensemble  ont  payé  1  liv.  de  plus  que  les  hommes. 
Combien  y  avait-il  d'hommes  et  de  femmes  ? 

Soit  le  nombre  des  femmes  =p,  celui  des  hommes  =ç; 
les  femmes  auront  dépensé  i6p ,  et  les  hommes  â5f  ;  ainsi 


et 


35^+1  ,  9<7+i  , 


îNous  venons  de  faire  r  =  SÏÏIÎli    ainsi 

16 

Sg==iSr-^i    et    ^  =  iË:=i5=r+Zî^=i  =  r.f.*: 

9  9 

Puis  donc  que 

jr—i 
^=^-— ,    ou    9^  =  7r— 1, 

nous  avons 

7  7 

c'est-à-dire  que 

t=: .,     ou     7t=:flf-|-»» 

amsi 


en  faisant 


t—i 
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desorte  que  , 

t  =  3tf -|-  1. 

Nous  aurons  parconséqaent  en  rétrogradant  : 

f  r=  3M  -f-  1 , 

j  =  .3^  -f-  w  =    7'^  +    3 , 

9  =    r  -f-  5  =  i6a  +    7 , 
p  =    ç  -f-  r  =  25i^  +  II  ; 

ainsi  le  nombre  des  femmes  était  aSu  +  11,  et  celui  des 
hommes  était  i6u  +  7  î  et  on  peut  substituer  dans  ces  for* 
mules ,  au  lieu  de  x£  ^  tels  nombres  entiers  qu'on  veut.  Les 
résultats  les  plus  petits  sont  parconséquent  ceux  qui  suivent  : 

-^     u     f  ^®®  femmes  :  =  1 1 ,  36 ,  Gi ,  86 ,  1 1 1 ,  etc. 
1  des  hommes  :  =3   7,  a3,  Sg,  55,    71 ,  etc. 

Suivant  la  première  solution  >  ou  celle  qui  renferme  les  plua 
petits  nombres ,  les  femmes  ont  dépensé  176  liv.  et  les  hommes 
175  livres,  c'est-à-dire  une  livre  de  moins  que  les  femmes. 

16.  Question  dixième.  Quelqu'un  achète  des  chevaux  et  des 
bœufs  ;  il  paye  3i  écus  par  cheval ,  et  220  écus  pour  chaque 
bœuf  ^  et  il  se  trouve  que  les  bœufs  lui  ont  coûté  sept  écus 
de  plus  que  ne  lui  ont  coûté  les  chevaux  :  combien  cet  homme 
a»t-il  acheté  de  bœufs  et  de  chevaux  ? 

Supposons  que  p  soit  le  nombre  des  bœufs  et  q  celui  des 
chevaux ,  il  faudra  que 

flop  =  3i^  +  7, 
ft 

'^  ao  ^  ao        _ 

de  cette  manière  nous  avons 

2or— -7  or  —  7 

ûcr=s=iig-f-7,    et  0  = L^=zr+^     ■  '  =r  +  j; 
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ainsi 

115-1-7  ,25  +  7  ■   . 

nx=:9r-7,  et  r=: — 11-1  =  5  + —^  =  5  +  <; 

c'est-à-dire  que 

9^=25  +  7,  et  ^==:2iZlZ=4f+L=:2  =  4t  +  u; 

moyennant  quoi 

aa=rf  — 7,  et  ^=2^  +  7. 
Parconséquent 

5  =  4^  +  u  =  gu  +  28  ; 

r=5  +i  =  iiu  +  35, 

q=^  r  "j-  s^=i2ou  +  63,  nombre  des  chevaux  ^ 

p:=7  +r=3ia  +  98,  nombre  des  bœufs. 

Donc  les  plus  petites  valeurs  positives  de  p  etde  q  se  trouvent 
en  faisant  14  =  —  5  ;  celles  qui  sont  plus  grandes  se  suivent  6ft 
progression  arithmétique  de  la  manière  qu'on  va  voir  : 

bœuf!       fP  —  ^'  ^^>  ^7f  9^>  i29>  ^^o,  191,  2at;  253,  etc. 

^rCvIuxt'}  ^  =  ^'  ^3, 43,  63,    83, 103,  123,  i43,  i63,  etc,^ 

17.  Si  on  considère  comment,  dans  cet  exemple ,  les  lettres 
p  et  9  se  déterminent  par  les  lettres  suivantes  ,  on  remarquer» 
facilement  que  cette  détermination  dépend  du  rapport  def 
nombres  3 1  et  20,  et  en  particuUer  du  rapport  qu'on  découvre 
en  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  deux 
nombres.  En  eifet ,  si  qn  fait  cette  opération 
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»7 


3i 


9i  f  ao 

ulT" 


ao 
9 


ail 

9  /_a 
1  l  4 


2 
O 


B 


3  est  clair  qne  les  quotiens  qu'on  obtient  se  retrouvent  dans 
la  détermination  successive  des  lettres  p ,  q ,  r^s,  etc.,  et  qu'ils 
sont  liés  avec  la  première  lettre  à  droite ,  pendant  que  la 
dernière  reste  toujours  isolée  ;  on  voit  de  plus  que  ce  n'est  que 
dans  la  cinquième  et  dernière  équation  que  se  présente  le 
nombre  7,  et  qu'il  est  affecté  du  signe  +,  parceque  le  rang 
de  cette  équation  est  impair;  car  si  ce  nombre  avait  été  pair, 
on  aurait  trouvé  —  7.  Ce  que  nous  disons  deviendra  encore 
plus  clair  dans  la  table  suivante ,  dans  laquelle  on  verra  d'abord 
la  décomposition  des  nombres  3i  et  ao ,  et  puis  la  détermi- 
nation des  lettres  p,  q ,  r.^  etc. 


3i  =  1 .  20  +  1 1 

p—i*q+r 

20  =  1 . 1 1  -f-  9 

q  r=z  i.r  -f-  f 

11  =1.  9  +   a 

r  —  i,s  +t 

9=4.  fl-f-    1 

s  =4.t  +u 

22  —  3.   1  -f-  0 

t  =  a.tt  -f-  7 

18.  On  pent  représenter  de. la  même  manière  l'exemple 
précédent  de  l'article  i4* 


2»i; 
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5G=  i.Sg  +  17 

39  =  a.  17+    5 

17  =  3.  5  +    a 

5  =  a.  a  -f-    i 

2  =  a.  1  4-   P 


^  =  a.r  -f-* 
r  =3.^  +e 
tf  =  a.t  +  u 


19.  Nous  sommes  donc  en  état  de  résoudre  de  la  même 
manière  toutes  les  questions  de  cette  espèce. 

En  effet,  soit  donnée  l'équation 

bp=aq  +  n, 

où  a,  i  et  71  signifient  des  nombres  connus.  Il  ne  s'agira  ici  que 
de  procéder  comme  si  on  cherchait  le  plus  grand  commua 
diviseur  des  nombres  a  et  b ,  on  pourra  aussitôt  détejrnûaer  p 
et  q  par  les  lettres  suivantes ,  coiâme  on  va  voir  : 

bz;zBC'\rdi  1  y  =;:  ^r  +  ^ 

^  .^  .C^Cd  +  A  Jr  :=:Cs  +t 

f'F=S'g  +  oJ  {uz=Fy±,n. 

On  Fera  seulement  attention  encore,  quç  dans  la  dernière 
équation  il  faut  donner  à  n  le  signe  -f- ,  quand  le  nombre  des 
équations  est  impair  ;  et  qu'au  contraire  il  faut  prendre  —  n , 
lorsque  ce  nombre  est  pair.  Yollà  donc  comment  on  peut  ré- 
soudre avec  assez  de  promptitude  les  questions  dont  nous  nous 
occupons  dans  ce  chapitre  :  nous  en .  don^terons  quelques 
exemples. 

ao.  Question  onzième.  On  cherche  un  nombre  qui,  étant 
divisé  par  1 1 ,  donne  le  résidfu  3 ,  et  qui  étant  divisé  par  19  ^^ 
donne  le  résidu  5. 

Soit  N  ce  nombre  cherché  :  il  faudra  d'abord  que  iV:5=  1  i/i 
rH^*  et  en  second  lieu  que  n=  i9(/  +  5.  Donc 

iip=i99  +  a. 
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iqaation  qui  fournit  la  Ubie  suivante  : 


*9 


19  =  1.11  +  8 

11  =  i.  8  +  3 

8  =  a.  3  +  a 

3  =  1.  fl  +  1 


t  =  aa  -|-  a , 


où 


^«  l'on  peut  donner  à  u  telle  valeur  qu^on  veut,  et  déter-» 
miner  par  là  successivement^  en  rétrogradât^  les  lettre.s  pr4^ 
cédeutes.  On  aura 

I  ==:  !iu  +  a 

j=:    ^+u=    3a -f-  d 

r±=a3-f-*=   8a  +  6 

^=    r  4- J  =p  ""  +  8 

de  là  résulte  le  nombre  cbercl^é  A''==  309  a  +  157;  donc  le 
plus  petit  nombre  qui  puisse  exprimer  N ,  ou  satisfaire  à  la 
question  ,  est  167. 

fli.  Question  douzième.  Trouver  un  nombre  tel  qu'en  le 
divisant  par  u  ,  il  reste  3,  et  qu'en  le  divisant  par  ig, 
il  reste  5  ;  et  de  plus ,  que  û  on  divise  ce  nombre  par  ag  j 

on  obtienne  le  résidu  10. 

< 

La  dernière  condition  exige  que  iV=  i^gp  -{-  10;  ^t  comme 
on  a  déjà  ^aît  le  calcul  pour  les  deu^  autres^  il  fautj  (çn  cpn« 
séquence  de  ce  qu'on  a  trouvé  ,  quç  iV  =  aoga  4- iSj. 
Ainsi 

agjp4-i035=ao97+i57,  ou  agp=ao99+ 147» 

d'où  résulte  le  type  qui  suit  : 


309=7.39  +  6 

ag  =  4-  6  +  5 
6=1.  5  +  1 

5=:5.  1  +0 


;  donc  /  ^ 


s+t, 
a 


ao  éLÉMENS 

Et  si  nous  revenons  maintenant  sur  nos  pas ,  nous  auront 

J=r5t—  147, 

r=:  s  +  t=  6t —  147  • 
q=4r  +  s=  29^—  735, 
p'=^jq'\-'  r  =  ûogt  ^  Saga. 


Donc 


iv =6061^  —  153458. 


Le  plus  petit  nombre  se  trouve  en  faisant  ^  =  26,  et  cettf 
supposition  donne  A'^=4i28. 

ûa.  Une  remarque  cependant  qu'il  faut  faire  ,  c'est  que 
pour  qu'une  telle  équation  bp  =  aq  -{-  n  soit  résoluble ,  il 
faut  que  les  deux  nombres  a  et  b  n'aient  d'autre  commun 
diviseur  que  1  ;  car  sans  cela  la  question  serait  impossible  > 
à  moins  que  le  nombre  n  n'eût  le  même  commun  diviseur. 

Si  l'on  demandait ,  par  exemple  ,  que 

9p  =  157 +  2; 

comme  9  et  i5  ont  le  commun  diviseur  3  ,  lequel  n'est  pas 
un  diviseur  de  2 ,  il  est  imppssible  de  résoudre  la  question  > 
parceque  gp — i5q  pouvant  toujours  être  divisé  par  3  ,  ne 
peut  en  aucun,  cas  devenir  =  a.  Mais  si  dans  cet  exemple  n 
était  =3,  ou  n  =i=  6,  etc. ,  la  question  serait  possible  :  il  suf- 
firait de  diviser  auparant  par  3  ;  car  on  aurait  3p  =  5q  -j-  1 , 
équation  qui  serait  facilehient  résoluble  par  la  règle  donnée 
ci-dessus.  On  voit  donc  clairement  que  les  nombres  g  et  & 
ne  doivent  avoir  d'autre  commun  diviseur  que  Tupité,  et  que 
que  notre  règle  ne  peut  avoir  lieu  dans  d'autres  cas. 

a3.  Pour  le  prouver  encore  plus  évidemment,  nous  trai- 
terons l'équation 

gp  t=  i5^  +  a  , 

suivant  }a>  VQit  ocdinair:^.  'Nous  trpuvons 
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desorte  que 

grsGç-f-a,  ou  Gqfsssgr  — a; 
ainsi 

or  —  a  ,   3r  —  a  , 

de  façon  que 

3r  — a  =  G5,  ou3r  =  6j  +  a, 

Parconséquent 

Gj  +  a  ,  , 

r  =  — g— =  aj  +  f; 

or  fl  est  bien  clair  que  le  second  membre  ne  peut  jamais  de<- 
Tenir  un  nombre  entier^  puisque  s  est  nécessairement  un  tel 
nombre.  Cela  sert  à  confirmer  que  ces  sortes  de  questions 
sont  impossibles. 
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CHAPITRE    lî. 

De  la  règle  qu*on  nomme  régula  cœci,  gui  sert  à 
déterminer  par  deux  équations  ^  trois  ou  un 
plus  grand  nombre  d'inconnues. 

d4.  JJl  ous  avons  vu  dans  le  chapitre  précédent ,  comment 
oû  ^eùt  déterminer  au  moyen  d*une  seule  équation  deux 
quantités  inconnues,  au  point  de  les  exprimer  en  nombret 
entiers  et  positifs.  ^ 

Si  donc  on  avait  deux  équations ,  il  faudrait ,  pour  que  la 
question  fut  indéterminée  ,  que  ces  équations  renfermassent 
plus  de  deux  inconnues.  Or  il  se  présente  de  ces  questions 
dans  les  livres  d'Arithmétique  ;  on  les  résout  par  la  règle  dite 
régula  cœci  :  nous  ferons  voir  les  fondemens  de  cette  règle* 

â5.  Nous  commencerons  par  un  exemple. 

Question  première.  Trente  personnes,  hommes,  femmes  et 
enfàns  dépensent  5o  écus  dans  une  auberge;  l'écot  d*iui 
homme  est  3  écus,  celui  d*une  femme  est  a  écus,  et  celui 
d'un  enfant  est  un  écu  -,  combien  y  avait-il  de  personnes  de 
chaque  classe? 

Soit  le  nombre  des  hommes  =  p  >  celui  des  femmes  =  ^  f 
et  celui  des  enfans  =r,  nous  aurons  les  deux  équations 
«uivantes  : 

Et  il  s'agit  d'en  tirer  les  trois  lettre!  pi  g  et  r  en  nombree 
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entiers  et  positifs.   La  première  équation  donne 

r=3o — p— 7, 

d'où  nous  concluons  d'abord  que  p  +  q  doit  être  moindre 
que  3o;  et  substituant  cette  valeur  de  r  dans  la  seconde  équa- 
tion^ nous  ayons 

^P  +  ?+3ô=:5o, 
desorte  que 

qf=:ao— 2p    et    p  +  qf  =  ao  — p; 

ce  qui  est  évidemment  aussi  moindre  que  3o.  Or  comme  on 
peut ,  en  vertu  de  cette   équation ,  prendre  pour  p  tous  les 
nombres  qui  ne  passent  pas  lOj  on  aura  les  onze  solution» 
Miivantes  : 

Nombre  des  )  ^     ,     ^     r.  ^ 

hommes,    }  P  =    ^^    ^    ^'   3,   4,    5,    6,    7,   8,   9,10, 

Nombre  des  î  n     n      ,  «     /*      ^ 

femmes,    /  ?  =  ^o,  18,  iG,  14,  la,  10,    8,    6,    4,   a,   o. 

Nombre  des  )  rr      >     k     /*  o 

enfans       /  ''  =  ^^*  ^^  ^=>  ^3'  ^4,  i5,  16,  17, 18, 19,20; 

et  si  on  omet  la  première  et  la  dernière  ^  il  en  restera  neuf. 

a6.  Question  seconde.  Quelqu*un  achète  100  pièces  de  bé-^ 
taily  des  porcs,  des  chèvres  et  des  moutons,  pour  100  écus  : 
-les  porcs  lui  coûtent  3 1  écus  la  pièce  ;  les  chèvres ,  1  ^  écu , 
et  les  moutons ,  ^  écu  :  combien  y  avait-il  d'animaux  de 
chaque  espèce  ? 

Soit  le    nombre   des  porcs  =J9,  celui  des  chèvres  =:f  > 
celui  des  moutons  =  r ,  on  aura  les  deux  équations  suivantes  : 

!••  p  +  7+r=ioo,    a'.  3i/j+  ifqf  +  ir=ioo; 

et  cette  dernière  étant  multif^liée  par  6 ,  afin  de  chasser  lel 
fractions  ^  se  transforme  en  celle-ci  : 

aip  +  8q  +  5rz=z  600. 
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Or  la  première  donne 

r=  100  — p  —  q\ 
et  si  Ton  substitue  cette  valeur  pour  r  dans  la  seconde  ^  on  a 

i8p  +  5(3f  =  3oo,    ou    5qf  =  3oo— 'i8p    et    qf  =  Go J-. 

Parconséquent  il  faut  que  i8p  soit  divisible  par  5,  et  ren- 
ferme 5  comme  facteur.  Qu*on  fasse  donc 

pz=z5s,   on  aura  ^  =  Go  — 18^     et    r  =  i3j  +  4^ , 

où  l'on  peut  prendre  pour  s  un  nombre  entier  quelconque , 
pourvu  qu*ii  soit  tel  que  q  ne  devienne  pas  négatif.  Mais  cette 
condition  limite  la  valeur  de  ^  à  3,  desorte  que  si  on  exclut 
aussi  o  ,  il  ne  peut  y  avoir  que  trois  solutions  du  problème  ; 
ce  sont  les  suivantes  : 

Lorsque  s  =:     i ,     a ,     3 , 
on  a  p  =    $,  10,  i5, 
9  =  42,  24,  l6, 
r  =  53 ,  6G ,  7(j . 

aj.  Lorsqu'on  veut  soi-même  se  proposer  de  tels  exemples, 
il  faut  faire  attention  surtout  qu'ils  soient  posibles  ;  et  pour 
pouvoir  en  juger,  voici  ce  qu*il  faut  observer: 

Soient  les  deux  équations  auxquelles  nous  parvenions  jus- 
qu'à présent,  représentées  par 

où  jf,  g  et  h  y  ainsi  que  a  et  b  ,  sont  des  nombres  donnés  : 
«i  nous  supposons  qu'entre  les  nombres  /",  g  et  A,  le  pre- 
mier y  soit  le  plus  grand,  et  h  le  plus  jpetiti  comme  à 
cause  de 
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BOUS  Avomfx  +j5'+^=yîï>  il  est  clair  que^x+^+^îs 
est  plus  grand  que  fx^gy  +  hz;  parconséquent  il  faut  que 
fa  soit  plus  ^rand  que  b ,  ou  que  b  soit  plus  petit  que^à; 
et  puisque  de  plus 

hx  ^  hy  -^  hz  •=  ha , 

et  que  Ax  +  'iy  +  hz  est  certainement  plus  petit  que 
^  +  gy  +  Az ,  il  faut  aussi  que  ha  soit  plus  petit  que  b  , 
ou  b  plus  grand  que  ha.  Il  suit  donc  de  là  que  si  b  n*est 
pas  plus  petit  que  fa ,  et  en  même  temps  plus  grand  que  ha , 
la  question  sera  impossible. 

On  exprime  cette  condition  aussi  en  disant  que  b  doit 
être  contenu  entre  les  limites  fa  et  ha;  et  il  faut  de  plus 
faire  attention  que  ce  nombre  n'approche  pas  trop  de  Tune 
ou  de  Tautre  limite ,  parceque  cela  ferait  qu'on  ne  pourrait 
pas  déterminer  les  autres  lettres. 

Dans  l'exemple  précédent,  où 

a=ioo,    /=3i     et     h  =  i, 

les  limites  étaient  35o  et  5o  ;  or  si  on  voulait  supposer  b=5i 
au  lieu  de  100,  les   équations  deviendraient 

a:  +  j^  +  2i=ioo     et    3ia:+ 1  ^j^  +  ~z  =  5i, 

ou,   en  chassant  les  fractions, 

Qix  -f-  8y  +  3a  =  3oG  ; 

qu'on  multiplie  la  première  par  3,  desorte  que 

3x  +  3j+3z  =  3oo; 

si  Ton  soustrait  cette  équation  de  l'autre ,  il  reste 

iSx  +  5y  =  G, 

ce  qu'on  voit  sur-le-champ  être  impossible ,  parceque  a:  et  jr 
doivent  être  de?  nombres  entiers  et  positifs. 
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a8.  L^6  orféVfes  et  les  monnâjreors  tirent  grand  parti  â« 
cette  règle,  quand  iU  se  proposent  de  faire  de  trois  ou  de 
plusieurs  sortes  d'argent ,  un  alliage  d'un  prix  donné,  ainsi, 
que  l'exemple  suivant  le  fera  voir. 

Question  troisième.  Un  monnayeur  a  trois  sortes  d'argent  ; 
la  première  à  7  onces  d'argent  fin  par  marc ,   la  seconde  à 
5  j  onces,  la  troisième  à4i  onces;  il  a  à  faire  un  alliage 
de  3o  marcs  pesant,  à  6  onces;  combien  de  marcs  doit- il. 
prendre  de  chaque  sorte  ? 

Qu'il  prenne  x  marcs  de  la  première  sorte,  y  marcs  de  la 
seconde  et  z  marcs  de  la  troisième ,  il  aura 

et  c'est  la  première  équation. 

Ensuite,  puisqu'un  marc  de  la  première  sorte  contient 
7  onces  d'argent  fin ,  les  x  marcs  de  cette -sorte  contiendront 
•jx  onces  de  tel  argent  ;  de  même  les  y  marcs  de  la  seconde 
sorte  contiendront  5  -^y  onces ,  et  les  z  marcs  de  la  troisième 
sorte  contiendront  4i^  onces  d'argent  fin;  desorte  que  toute 
la  masse  contiendra  70?  +  5^^ -+-41^  onces  d'argent  fin.  Or 
puisque  cet  alliage  pèse  3o  marcs,  et  que  chacun  de  ce* 
marcs  contient  6  onces  d'argent  fin ,  il  s'ensuit  que  la  masse 
entière  contiendra  1 80  onces  d'argent  fin  ;  et  de  là  résulte  la 
seconde  équation 

70? -+- Sij'  +  ^iarrsijBo,     ou     i4x  +  iiy  +  ^zr=i56o. 

Si  l'on   soustrait  maintenant  de  cette   équation  la  première 
prise  neuf  fois,  ou 

il  reste 

5x  4-  2y  =  90 , 

équation  qui    doit  donner  en  nombres  entiers  les  valeurs  de  x 
etde^.   Quanta  la  valeur  de   z,    on  la    tirera  ensuite  de 

l'équatioa 

2j=r:3o  — a:  —  y. 


5x 


b'a  l  g  i  b  r  e.  af 

Or  réqnâtion  précédente  donne 

ay=90  — 5x     et    jf=!:45  — ^; 

soit  donc  x  =  2u,  on  aura 

yt=:^5  —  5m     et     z=3a  — 15; 

on  voit  donc  que  u  doit  être  plus  grand  que  4i  ^^  cepen- 
dant plus  petit  que  lo;  et  parconséquent  la  question  admet 
les  solutions  suivantes  : 


u~    5, 

6, 

7. 

8, 

9>    1 

X  —    10, 

13, 

>4, 

i6. 

i8. 

1   y  =:  ao. 

i5, 

lO, 

5. 

o. 

1     s  =     0, 

3, 

6, 

9. 

... 

Éi§.  n  ée  présente  quelquefois  des  question^  qui  renferment 
plus  de  trois  inconnues ,  mais  on  les  résout  de  la  ménie  ma- 
nière ,  comme  l'exemple  suivant'  le  fera  voir. 

Question  quatrième.  Quelqu'un  achète  lOo  pièces  de  bé- 
tail pour  lOO  écus^  savoir,  des  bœufs  à  lo  écus  la  pièce  , 
des  vaches  à  5  écus,  des  veaux  à  a  écus,  et  des  moutons 
à  l  écu  la  pièce  ;  combien  a-t-tl  acheté  de  boeufs i  de  vaches, 
de  veaux  et  de  moutons  ? 

Soient  le  nombre  des  bœufs  =p>  celui  des  vaches  =:(/^ 
celui  des  veaux  =r,  et  celui  des  moutons  =^*,  la  pre* 
mière  équation  est 


p  -i-q  +  r-i'S=z  loo. 


et  la  seconde  est 


lo^  -J-  5q  -f-ar-H  ï^  =  ioo, 
«n,  en  faisant  disparaître  lés  fractions, 

flop  +  io</  -|-  4r  +  ^  =  aoo ; 
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soustrayant  la  première  équation  de  celle-ci,  il  restt 


d'où  Ton  tire 


et 


i9P  +  9?  +  3r=ioo, 
3r=ioo—  igp  — 99, 


1— P. 


r=33+^— Gp— ^p  — 3qf,    ou     r=33— 6p— S^H — ^i 

donc  il  faut  que    i — p  ou  p — i  soit  divisible  par  3.  Qu'on 
fasse  p  —  i=3f:  on  aura 


P 

-— 

5t 

+ 

1, 

9 

1> 

r 

— 

27 

— 

igt  — 

3(7, 

s 

= 

73 

+ 

aq  -f- 

iGf; 

il  suit  de  là  que  igt  +  3(7  doit  être  moindre  que  27,  et  que, 
pourvu  .que  cette  condition  s*observe,  on  peut  au  reste  donner 
à  q  et  à  t  telle  valeur  qu'on  veut;  cela  posé,  nous  aurons 
à  considérer  les  cas  suivans  : 


L  Si  t  —  0 

II.  Si  ^  —  1  ' 

on  a  p  —  1 
q\=  q 

r  ■ —  27  —  5q 
j  =  72  -f-  29. 

on  a  p  —  4 
q  =  q 

r  —    8  —  5q 
j  =  88  +  27. 

On  ne  peut  faire  t==2  ,  parceque  r  deviendrait  négatif. 

Dans  le  premier  cas,  q  ne  doit  pas  surpasser  9,  et  dans 
le  second  cas,  ce  nombre  ne  doit  pas  excéder  2  ',  ainsi  ces 
deux  cas  donnent  les  solutions  qui  suivent  :    - 
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Le  premier  aonne  les  dix  solutions  que  voici  : 


•25 


I. 

II. 

III. 

1 

IV. 
1 

V. 

1 

VI. 
1 

VII. 

i 

VIII. 
1 

IX. 
I 

X. 

1 

p 

t 

9 

0 

I 

a 

3 

4 

5 

G 

7 

8 

9 

r 

27 

24 

ai 

18 

i5 

12 

.9 

6 

3 

0 

1  *  72 

74 

76 

78 

80 

82 

84 

86 

88 

90 

Le  second  cas  fournit  les  trois  solutions  suivantes  : 


P 

r 
s 

I. 

4 

0 

8 

88 

> 

II. 

III. 

4 
I 

5 
90 

4 

a 
a 

92 

Voilà  donc  en  tout  treize  solutions,  et  elles  se  réduisent 
à  dix,  «.on  exclut  celles  qui  renferment  un  zéro. 

3o.  La  méthode  ne  laisserait  pas  d'être  la  même ,  si  ^  dans 
la  première  équation ,  les  lettres  étaient  multipliées  par  des 
nombres  donnés ,  comme  on  le  verra  par  Texemple  suivant  : 

Question  cinquième.  Trouver  trois  nombres  entiers,  tels 
que  si  on  multiplie  le  premier  par  3 ,  le  second  par  5  et  le 
troisième  par  7 ,  la  somme  des  produits  soit  56o ,  et  que  si 
on  multiplie  le  premier  par  9 ,  le  second  par  aS  et  le  troi- 
iième  par  49  1  1^  somme  des  produits  soit  3920. 

Soit  le  premier  nombre  =  a:,  le  second  =j^,  le  troisième 
?=  s  :  on  aura  les  deux  équations , 

*•.  3a?-f-5y-{-7a  =  5So-,    a°.9i'-f-a5y+492=fl9îiO. 
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Si  on  soustrait  de  la  seconde  la  première  prbe  trois  fois,  ou 

9a;+i5y+ai«=:  1680, 
il  reste 

loy  +  aSz  ^=i  1240  ; 
divisant  par  a ,  on  a 

5y  +  14»  =  6ao, 


d'où  Ton  tire 


/      i4« 
y—ia4 1-. 


Ainsi  %  doit  être  divisible  par  5  ;  qu'on  fasse  donc  s  r=c  Su , 
on  aura 

^=ia4— i4tt. 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  première  é<juation,  on  a 

5x  —  55if  +  6ao  =  56o , 
on 

35tt 
3x=r35u  —  6b,  et  a?  =  -5-' — ao; 

ô 

c'est  pourquoi  Ton  fera  u  =:  3^,  et  on  aura  enfin  la  solution 
suivante , 

a:=35t  — ao,  ^=ia4— 4^^,  et  st=si5^, 

où  on  peut  substituer  au  lieu  de  t  un  nombre  entier  quel- 
conque,  mais  tel  cependant  que  t  surpasse  zéro,  et  soit  moindre 
que  3;  desorte  qu'on  se  trouve  borné  en  elFet  aux  deux  so- 
lutions suivantes  : 

^*-  )  o-  f  ^=0  1  f  x=i5,  y  =  8a,  :6r=:  i5* 

,'.jS'{*  =  o|'°°*U  =  5o,y  =  4o.»  =  3c 
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CHAPITRE    III. 


Des  équations  indéterminées  composées  dans 
lesquelles  l'une  des  inconnues  ne  passe  pas 
le  premier  degré. 


3i.  Jji  OU3  pa^.eroQ9  à  présent  aux  éipiations  indétenninées 
dans  lesquelles  se  trouvent  deux  quantités  inconnues  ^  et  où 
l'une  de  ces  inconnue^  est  multipliée  par  l'autre ,  ou  élevée 
à  une  puissance  plus  haute  que  la  première ,  tandis  que  l'autre 
inconnue  ne  s'y  trouve  cependant  encore  qu'au  premier  degré. 
Il  est  évident  que  les  équations  de  cette  espèce  peuvent  se 
représenter  par  l'équation  générale  qi^i  suit  : 

fl  -J-  6x  +  cy  -f-  dxx  +  exy  -^-fj?  +  gxxy  +  Ax<  +  kx?y 

--)*  etc.  ;=  c. 

Comme  daiis  cette  équation  y  ne  passe  pas  le  premier  degré, 
cette  lettre  se  détermine  facilement;  mais  il  faut  au  reste, 
comme  auparavant ,  que  les  valeurs  tant  de  x  que  Aty ,  soient 
assignées  en  nombres  ^Qtiers. 

Nous  alloQS  considérer  quelquès-uqi^  d^  ces  cas ,  en  com-^ 
mençant  par  ^e^  plus  faciles. 

5a.    Qu^tion  première.  Trouver  deux  nombres  tels  que , 
À  on  ajoute  leur  produit  à  leur  somme ,  on  obtienne  79. 
Nommons  x  ety  les  deux  nombres  cherchés  ;  il  faudra  que 


Sa  él£hens 

ainsi 

^+y  =  79  —  ^> 
et 

_79  — j: ■      80 

d'on  résulte  que  x+i  doit  être  un  diviseur  de  80.  Or  80 
ayant  beaucoup  de  diviseurs,  on  aura  aussi  plusieurs  valeurs 
de  X ,  comme  on  va  voir  : 


Les  divisEurâ  de  80  sont. .  .  . 

.N. 

4 

5 

8 

7 

iG 

« 

4o 

Soi 

donc  X  = 

,: 

^9 

.9 

4 

j5 

7 
S 

11 
3 

3, 

i 

Mais  comme  les  dernières  solutions  sont  les  mêmes  quo 
les  premières,  on  n'a  réellement  que  les  cinq  aolutioss  sai- 
Tantes  : 


T 

II. 

III. 

IV. 

V. 

79 

39 

3 

4 
i5 

7 
»9 

^.  De  la  même  manière  qu'on  pourra  résoudre  aussi  l'éqoa' 
tion  générale  ,  ,. 

xy-i-ax-i-by  =  c; 
car  on  aura 

xy^by  =  c  —  ax, 
c  +  ax  ,  ab  -^  c 

c'est-à-dire  que  a:  -f-  ô  doit  être  un  diviseur  du  'aombr^ 
ttb  +  c;  desorte  que  chaque  diviseur  de  ce  nombre  doiui* 
one  valeur  de  x.  Qu'on  fasse  donc 
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on  aura 

et  supposant 

x  +  b=f,  ou   x—f-^b, 

il  est  clair  que 

y=F  — «+é:>    ou  j^mg  —  a, 

et  parconséquent  qu'on  aura  même  deux  solutions  pour  cb*9u» 
manière  de  représenter  le  nombre  a6  -f-  c  par  un  pro^^  ^^ 
que  fg.  De  ces  deux  solutions  ^  Tune  est 

x=f'^b   et  J^  =  g  — a, 

et  l'autre  s'obtient  en  faisant 

x-^  à  •'^iSf. 
lions  lequel  cas 

Si  donc  on  -«  proposait  Téquation 

;ry  +  ax  +  3y  =  4^ ,  • 

on  aur^t 

a  =  a,   fc  =  3.   et  c=:43; 

parconséquent 

Or  le  nombre  48  peut  se  reptésenter  de  plusieurs  manière» 
par  deux  facteurs ,  comme  fg,  «t  dans  chacun  de  ces  ca»  on 
«nra  toiqoTiw,  soit 

x=/— 3  ety—g—a, 

«qit  ausn 

«  =  ff  — 3  et  y=/— 3. 
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Voici  le  développement  de  cet  exemple  : 


Facteurs 

'■ 

il- 

III, 

IV.  Il    V.   1 

,.48 

i..!.4 

3. .6 

4.,=      S.8| 

I     y 

X 

y 

X 

y 

X  y\^ 

L 

timbres 

Us  - 

Ql 

o 

0 

i3 

>-( 

1 

9 

10     3 

Al 

6 

4 

'^*"  L'è^iation  peut  s'exprimer  encore  plus  généralement , 
en  écnvanv 

mxy  =  ox  +  fr^  +  ^  > 
où  û,  i,  c  et  m  «rni  ,^j  nombres  donnés,  et  où  Ton  cherdi» 
pour  x  et  _y  des  nombres  vnxnx*-  t-^.oDaw, 
Qu'on  dégage  d'abord  ji,  on  aura 


et  multipliant  par  m  de  part  et  d'autre ,  on  aura 


mor  +  n 


ah 

mx — b' 


On  a  mainteiant  une  fraction  dont  le  numérateur  est  nn 
nombre  connu  ,  et  dont  le  dénominateur  doit  être  un  diviseur 
de  ce  nombre  ;  qu'on  représente  donc  le  numérateur  par  un 
produit  de  deux  facteurs  ,  comme  y^,  ce  qui  peut  souvent 
se  faire  de  plusieurs  manières  ,  et  qu'on  voye  si  un  de  ces 
facteurs  peut  se  comparer  avec  mx  —  6 ,  de  façon  que 

mx  ^  b  ^=f- 

■Or  il  faut  poot  cet  effet,  puisque  x  =-i^-,  que/+J  »oit 
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divisible  par  m  ;  et  il  suit  de  là  que  parmi  les  facteurs  de 
flic  -^  ai ,  on  ne  peut  employer  que  ceux  qui  sont  tels ,  qu'en 
y  ajoutant  b ,  les  sonunes  soient  divisibles  par  m.  Nous  allons 
édaircir  ceci  par  un  exemple. 

Soit  l'équation 

5j^  =  ax  +  3y  + 18 , 
en  aura 

aa:-fi8      g         iox4-90_      I       96     . 

3  8*agit  parconséquent  de  trouyer  ceux  des  diviseurs  de  96 , 
qui  ajoutés  à  3 ,  donnent  des  sommes  divisibles  par  5.  Or^  si  Ton 
considère  tous Its  diviseurs  de  96 ,  qui  sont  i,2,3,4>6>8, 
12,  16,  24,  32,  48,  96  ,  on  voit  facilement  qu'il  n'y  a  que 
ces  trois,  2 ,  12,  32 ,  qui  peuvent  servir. 

1°.  5x  —  3=2,  on  aura  5y  =  5o ,  et  par- 
conséquent  X  =  1 ,  et  jr  =  10. 

^  .     ,         ,  s."*,  5x  —  3  =  12 ,  on  aura  5y  =  lo ,  et  par- 

Soit  donc  <  .  ,        .  cr      .        "^ 

conséquent  a;=:o,  et ^  =  2. 

3**.  5a?  —  3  =  32,  on  aura  5y  =  5,  et  par^ 

conséquent  a;  =  7  ,  et  jr  =  1 . 

35.  Comme  dans  cette  solution  générale  on  a 

my  —  a  = r  > 

il  sera  à  propos  d'observer  que  si  un  nombre  compris  dans 
la  formule  me  '{^  abf  a  un  diviseur  de  la  forme  mx  —  6 ,  le 
quotient  dans  ce  cas  doit  être  nécessairement  compris  dans 
là  formule  zny  — a,  et  qu'on  peut  alors  représenter  le  nombre 
me  +  ai  par  un  produit  tel  que  (mx  —  è)  (/iiy  — a).  Sup- 
posons, par  exemple,  7n=:i2,  a=5,  bz=zj  et  c=  i5,  ou 
aura 

^  2l5 

^  12*  — 7 

M 
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or  les  diviseurs  de  ai 5  «ont  i,  5,  ip»  21 5;  il  faiit  choisiiÇf:.- 
parmi  ceuy-là  ci^x  qui  soniçompris  dans  la  formule  lax— 7^..  ^ 
ou  qui  sont  tels  qu'eu  y  ^joTttant  7,  la  somme  soit  divisible  .- 
par  la;  mais  il  uy  a, que  5  qui  satisfasse  à  cette  condition J  .}• 
ainsi  »  ■.-: 

i2x  —  7  =  5  et    i2y  —  5.  =  43; 


<c 


et  de  même  que  la  ]   erjièro  de  ces  équations  donne  x  =:  i  ^*  ^ 

on  trouve  aussi  par  Tautr*  y  en  nombres  entiers ,  savoir^  =  4*  . 

Cette  propriété  est  de  la  plus  grande  importance  relativement  ^ 

à  la  nature  des  nombres ,  et  méritei^^ax^  là  qu  pu  y  fasse  une  ^, 
attention  particulière, 

3S,   Considérons  ma>r.te;iaat   ^^>i  un*  équation  de  cettis  "" 
espèce , 

Elle  nous  donne 

/ 

ainsi  X  —  3  doit  être  uu  diviseur  de  oS ,  et  dans  ce  cas ,  la 
division  étant  faite  ^  le  quotier.r  sera  ■=  y  -i-  x  -{-  1  ;  or  le» 
diviseurs  de  aG  étant  1 ,  a,  i3,  a6,  nous  aurons  donc  les  so- 
lutions suivantes  : 

i**.  x— 3=1,  ou  x=:4\  d'où  ^-J^.r+i  — ^^+5=26,  et  y=^Qi  ; 
a*.  X— 3=2,  ou  x=5;  ainsi  ^-fx+i==y-|-G=i3,  et  ^=7, 
3®.  X — ^3=1 3,  oua:=iG;  ainsij'+x+irz^+iT^ria,  et  yi=: — 1 5. 

Cette  dernière  valeur  étant  négative  doit  être  omise,  et 
par  la  même  raison  on  ne  pourra  tenir  compte  du  dernier 
cas  ,  X — 3  =  aG. 

37.  Il  ne  sera  pas  nécessaire  de  développer  ici  un  plu» 
grand  nombre  de  ces  formules  dans  lesquelles  on  ne  rencontre 
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^  la  première  ptiissance  de  y  et  la  seconde  de"  x\  car 
ces  cas  ne  se  présentent  que  rarement^  et  peuvent  d'ailleurs 
toujours  se  résoudre  par  la  méthode  que  nous  avons  expli- 
qnée.^J^js  lorjcjue  y  «.ussi  est  élevé  à  la  seconde  puissance  ,' 
ou  à  un  degré  encore  plus  haut  >  et  qu'on  veut  en  détermi- 
ner .  la  valeur  par  les  règles  données  ,  on  parvient  à  des 
radicaux  qui  comprennent  des  puissances  secondes  ou  en* 
tore  plu»  hànfes  de  a: ,  et  il  s'agit  alors  de  trouvèî*  pour  ar 
des  valeurs  telles  <pi'elles  fassent  évanouir  les  signes  radicaux^ 
ou  l'irrationnalité.  Or  le  plus  grand  art  de  l'analyse  indéter- 
Biinée  ,  consiste  précisément  à  rendre  rationnelles  ces  formules 
sourdes  ou  incommensurables  :  c'est  ce  dont  nous  nous  occu« 
parons  dans  les  chapitres  suivans. 
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CHAPITRE     IV* 


^JDe  la  manière  de  rendre  rationnelles  les  quantités 
sourdes  de  la  forme  ^^.^hx^cxx. 

S8.  JLl  est  donc  question  présentement  de  déterminer  les 
valeurs  qu'on  peut  adopter  pour  x,  afin  que  la  formule 
c+ix+cxa:  devienne  effectivement  im  carré  ,  et  parcon- 
séquent  qu'on  puisse  en  assigner  une  racine  rationnelle.  Or 
les  lettres  a,  b  et  c  signifient  des  nombres  donnés;  c'est  de 
la  nature  de  ces  nombres  que  dépend  principalement  la  dé« 
termination  de  l'inconnue  x ,  et  nous  remarquerons  d'avance 
que  y  dans  bien  des  cas  ^  la  solution  devient  impossible.  Mais 
lors  même  qu'elle  est  possible^  il  faut  du  moins  se  conten- 
ter d'abord  de  pouvoir  assigner  pour  la  lettre  x  des  valeurs 
rationnelles,  sans  exiger  précisément  que  ces  valeurs  soient 
même  des  nombres  entiers;  cette  condition  entraîne  des  re- 
cherches tout-à-fait  particulières. 

39.  Nous  supposons  ici,  comme  on  voit,  que  la  formule 
ne  s'étend  qu'aux  secondes  puissances  de  x)  les  degrés  plus 
élevés  exigent  des  méthodes  différentes  dont  nous  parlerons 
plus  bas. 

Nous  remarquerons  d'abord  que  si  la  seconde  puissance 
même  ne  s'y  trouvait  pas,   et   que  c  fût  =0,  la  question 

n'aurait  aucune  difficulté  ;  car  si  V^a+fcb  était  la  formule 
proposée,  et  qu'il  fallût  déterminer  x  de  manière  que a-f-^x 
fût  un  carré ,  on  n'aurait  qu'à  faire 

a  +  bx=yy^ 
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fet  Ton  obtiendrait  aussitôt  a;  ="2-7 — ;  or,  quelque  nombre 

que  Ton  substituât  ici  au  lien  de  ^ ,   il  en  résulterait  tou- 
I  ours  pour  x  une  valeur  telle  que  a-{-bx  serait  un  carré  ^ 

«t  parconséquent  ^a-{-bx  une  quantité  rationnelle. 

4o.  Nous  commencerons  donc  parla  formule  v/i+xo;  > 
c'est-à-dire  que  nous  chercherons  pour  x  des  valeurs  telles  , 
qu'en  ajoutant  à  leurs  carrés  l'unité,  les  sommes  soient  pa- 
reillement des  carrés  ;  et  comme  il  est  clair  que  ces  valeurs 
de  X  ne  pourront  être  des  nombres  entiers ,  il  faudra  se  con- 
tenter de  trouver  les  nombres  fractionnaires  qui  les  expriment. 

4i-  Si  on  voulait,  à  cause  que  i  -}-  ^^  doit  être  un 
carré ^  supposer   i-^xxzziyy^  on  aurait 


XX 


z=zyy—i      et     x:=:\/yy--i\ 


ainsi  il  faudrait,  afin  de  trouver  x ,  chercher  pour  ^  des  nombres 
tels  que  leurs  carrés,  diminués  de  l'unité,  donnassent  aussi 
des  carrés  ;  et  parconséquent  on  retomberait  dans  une  ques- 
tion aussi  difficile  que  la  première ,  et  on  n'aurait  pas  fait  un 
pas  en  avant. 

11  est  cependant  certain  qu'il  y  a  réellement  des  fractions 
dont  la  substitution  pour  xx  rend  i+j:  un  carré  ;  on  peut 
fi'en  convaincre  par  les.  cas  suivans  : 

1®.  Si  a;  =  J  ,  on  a  i  +  arx  ==  ff  ,  parconséquent 
|/i+a;x  =  |: 

a**,  i+xx  devient  pareillement  un  carré  ;  si  x  =  |,  on 
trouve  v/i-f-a7x  =  §. 

3**.  Si  on  fait  a;  =  .^,  on  obtient  i  +a:a;=|||,  dont  la 
racine  carrée  est  If. 

Mais  il  s'agit  de  faire  voir  comment  on  doit  trouver  ces 
valeurs  de  a?,  et  même  tous  les  nombres  possibles  de  cette 
espèce. 

4 
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42.  n  y  a  deux  méthodes  pour  cela.  La  premièxe  demande 
qu'on  fasse 

V^i  4- »3cx  =  a:  +  p ; 

on  a  dans  cette  supposition 

1   +  XX  =  XX  +  îipX+pp  y 

où  le  carré  xx  se  détruit  ;  desorte  qu'on  peut  exprimer  x  sans 
Hgne  radical.  Car  effaçant  de  part  et  d'autre  xx  dans  l'équa- 
tion précédente  y  on  trouve 

opx  +pp=zi,  dou  a:=    '^   >    $ 

quantité  dans  laquelle  on  peut  substituer  à  p  un  ncribre  qu  i- 
conque,  et  même  des  fractions. 

Qu'on  suppose  donc  p  ==  — ,  on  aura 


X 


mm 
nn 


n 


• } 


et  si  on  multiplie  les  deux  termes  de  cette  fraction  pai,  [ir  , 
on  trouve  ;        >f. 


7171—  77l77t 


Qmn 

43.  Ainsi,  pour  que  1  -^  xx  devienne    'n  carré,  on  fT  .; 
^rendre  pour  771  et  7t  tous  les^ nombres  entiers  possibles^  et 
trouver  de  cette  manière  pour  x  une  infinité  de  valeurs'. 

Si  l'on  fait  aussi  en  général 


7171 -—  771771 


2mn 

on  trouve 

.  n^-^Qmmnn^  m^ 

i+xxz=zi^ — -^ XJL.^ 

^mmnn  ^ 
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n^  +  smmnn -i- n 


.4+XX  — 
K-^ction  qui  est  effectivement  un  carré,  et  qui  donne 


Nous  indiquerons,  d'aprèa  cette  solution ,  quelques-unes  de> 
moindres  valeurs  de  x. 


et  m=:  I 

1 

S 

4 

4 
3 

5 

5 
a 

5 
3 

5 

4 

onai  =  î 

J.. 

X 

±1 

i 

lÂ 

H 

T- 

TT 

4^.  On  Toit  qu'on  a  engés^ral 


{nntA^f  (amn)' 

et  si  on  multiplie  cette  équation  par  (smn)',  ob  trour* 

(anj'j)'+(nn— mnt)"t=(n»+mm)*; 

ainsi  nous  connaissons  d'une  manière  générale  deux  «fU-'i:s , 
dont  la  dommc  doOBVua  nonwau  carré.  Cette  remarque  con- 
dnit  à  la  résolution  de  la  question  suivante  : 

Trouver  deux  nofirh'Cs  c^^m^  dont  l«i  S(qnwe  rscôt  pareil-? 
lement  im  nombre  carré. 

On  veut  que 

pp  +  q(l  =  Tr; 

on  n'a  donc  qu'à  faire 

■p=:2nïn'ét  q^nn-rtJtan', 
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De  plus  ^  comme 

on  peut  aussi  résoudre  la  question  qai  suit  :    . 

Trouver  deux  carrés  dont  la  différence  soit  de  même 
nombre  carré. 

Car  si  on  veut  q[ue 

pp^qq  —  rr, 
on  n*a  qu'à  supposer 

p  =  un  «f-  mm  et   47  =  ^mn  ^ 
et  on  aura 

T  =  nn  —  mm* 

On  pourrait  aussi  faire 

p  zzL  nn  -}-  mm  et  q  =s  nn  •»•  mm* 

et  on  aurait 

r  =  smn. 

45.  Nous  ayons  parlé  de  deux  manières  de  donner  à 
formule  1  -|«  a;a;  la  forme  d'un  carré  ;  voici  donc  l'autre  i 
tfaode  : 

Qu'on  suppose 


on  aura 


—  mx  ^ 

> 

n 


+  ^mx    ,    wjnxx 

a;x=:i  4--^— 4-——; 
n  nn 


si  l'on  soustrait  de  part  et  d'autre  1 ,  on  a 

ïktnx    ,    mmxx 

XX  := +  ■  ; 

n  nn 

cette  équation  se  divise  par  x  >  et  parconséquent  on  a 

52771    ,    mmx  . 

a;  =  — H ,  ou  nnx:=iumn  +  mmx, 

n .         nn 
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fî  OÙ  l'on  tire 

277171 


X=.  — — — 


Ayant  trouvé  cette  valeur  de  x,,  on  a 

+                             Ammnn  n^  +  Qmmnn  «4-  m^ 

xx:=z  1  -f-      ■      r  =z=  — - , 

7i4  _  Qmmnn  -j-m/^      n"*  —  ammnn  -j-m^ 

ce  qui  est  le  carré  de  — ^ .  Or  comme  il  résulte  de  là 

7171  —  771771 

r  équation 

+         (  277171  y                (7171-4-  771771  )*  , 
(  7171— 771771  )*  (tI/I 771771  )* 

nous  aurons^  ainsi  que  ci<-dessu8, 

(htI— 77I77lJ*  +  (  277171)*  ^=(7171  4"  ^''*)*>       ^ 

c  est-à-dire  les  deux  mêmes  carrés  dont  la  somme  est  pareil- 
lement un  carré. 

46.  Le  cas  que  nous  venons  de  développer  d'ime  manière 
détaillée  ,  nous  fournit  deux  méthodes  pour  transformer  en  un 
carré  la  formule  générale  a  +  ^^  +  cxx.  La  première  de 
ces  méthodes  s'applique  à  tous  les  cas  où  c  est  un  carré  ;  la 
seconde  se  rapporte  à  ceux  où  a  est  un  carré  ;  nous  nous 
arrêterons  à  Tune  et  à  Tautre  supposition. 

1®.  Supposons  d'abord  que  c  soit  un  carré ,  ou  que  la  for-^ 
mule  proposée  soit  a^^bx-^  ffxx  ;  puisqu'elle  doit  être  un 
carré,  nous  ferons 


m  , 

n 
et  nous  aurons 


{/a+bx+ffxx  -^.fx  +  —; 


HTnfx      .    771771 


a  +  bx  +  ffxx -rz  ffxx  H *—  +  —  i> 

où  les  termes  affectés  de  xx  se  détruisent  ;  desorte  que 

+  ,               S^mfx     .    771771 
or  =  r ^—  + • 
n           nn 
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si  nous  multiplions  par  nn,  nous  ayons 

nna  +  nnhx  ==  afmnx  +  mm  ; 

nous  en  concluons 

mm  — —  nna 


et  en  substituant  à  x  cette  valeur ,  nous  trouvons 

•   / — : — ; Tzp —      mmf-^nnaf  ,   m      mnb  •-■^  mmf^^  n 

ya-^rbx^ffxx  ==  — f f  H = r >- 

''•'  nnb'-^mnj        n  nnb  —  amnj 

47'  Comme  nous  avons  eu  pour  x  une  fraction ,  nous 
rons 

^nsorte  que 

p  =  TUTTI  -^  TiTta ,    et    ç  =  TiTifc  —  2mnf: 

ainai  la  formtile  û  +  —  +  S£S^  est  un  carré  ;  et  comme 

^   q  ^    qq 

est  pareillement  un  carré  ,  si  on  la  multiplie  par  le  carré 

il  s'ensuit  que  la  formule  «^  -(-  bpq  +ffpp  «»*  aussi  un  ci 

ci  on  suppose 

p  ==  TTiTTi  —  nna  et  ç  =  nnb  —  ^-^^'^f' 

Il  est  clair  qu'il  résulte  de  là  une  infinité  de  solution 
nombres  entiers ,  parceque  les  valeurs  des  lettres  tti  et  n 
arbitraires. 

2°.  Le  second  cas  que  nous  avons  à  considérer,  est 
où  a  est  un  carré.  Soit  donc  proposée  la  formule  ff- 
-fcj^r.  dont  il  s'agisse  de  faire  un  carré.  Nous  suppos 
pour  cet  effet 

-^  ^      nix 
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tï  nous  aurons 

il  nn 

où  les  Jf  se  détruisant ,   on  peut  diviser  les  termes   restans 
parx^  desorte  qu'on  obtient 

,  2771/    ,    mmx  ,    ,  ^ , 

ô+cr=:  — ^  H :=:nno  +  nncâ?  =:  âTnnf  4-  mmx  ^ 

n  nn  *  j  t^  > 

ou 

n/icx  —  mmx  =  umnf"^  nnb , 

d'où  l'on  tire 

Qmnf —  nnb 

X  *~r        »^ 

TiHp  —  mm 

■<8.Si  nous  substituons  maintenant  cette  valeur  à  la  place  dé  x^ 
r.as  <von.s 

i//y+éx+cx.c  r^/+  gy"^-'"'"^  =  nncf+mmf-mnb  , 

•^         n/ic— m/»  nnc-^mm         ' 

et  e/i  faisant  x'=:-x  nous  pourrons  ,  de  la  ^ même  maniera 

que  ci'-dessus ,  transformer  en  carré  la  formule  ffqt]  +  bpq 
+  qtip  ,  savoir ,  en  faisant 

p z=2 amnf-'^ nnb ,  et  q-^^nnc^^mm, 

49-  On  doit  distinguer  principalement  ici  le  cas  où  a  =  o; 
c'est-à-dire  où  il  s'agit  de  faire  un  carré  de  la  formule  bjz 
4*  cxx  ;  car  on  n'a  qu'à  supposer 

l/io?  +  cxx  = , 

n 

on  aura  l'équation 

,       ,  mmxx 

bx  -f-  ccx  = 

nn 

fjji  divisée  par  x  et  multipliée  par  nn^  donne 

nnb 


bnn  <-(*  cnnx  =  m?wx ,  et  de  là  x  == 


mm  —  c72n 
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Qu  on  cherche ,  par  exemple ,  tous  les  nombred  trigonan 
qui  sont  en  même  temps  des  carrés^  il  faudra  que  — -,  \ 

0 

et  parconséquent  aussi  i2xx  +  2^>  soit  un  carré.  Snpposo&t  \* 

mjTixx      .  , 

que   ■  soit  ce  carre  ,  nous  aurons 

^         nn  > 

,  ann 

Qnnx  -f-  ann  =  mmx^  et  x  = 


mm— 2/171* 


on  peut  substituer  dans  cette  valeur,  au  lieu  de  m  et  de  n; 
tous  les  nombres  possibles  ;  mais  on  trouvera  pour  x  ordi-   ! 
nairement  une  fraction  \  quelquefois  cependant  on  parviendra  ^ 
aussi  à  des  nombres  entiers.  Par  exemple ,  si  m  =3  et  n  =  s, 
on  trouve  a?  t=  8 ,  dont  le  nombre  triangulaire  ^  qui  est  36 , 

est  en  même  temps  un  carré. 

■'1 

On  peut  aussi  faire  m  =7  et  71  =■  5  ;  dans  ce  cas  a:== — 5o,' 
dont  le  triangle  i225  est  en  même  temps  celui  de  +  49  ^*  * 
le  carré  de  35.  On  aurait  trouvé  le  même  résultat  en  faisant  . 
7i  =  7etm=io;  car,  dans  ce  cas ,  on  a  pareillement  a;=4g» 

De  même ,  si  m  =  17  et  71  ^=  la ,  on  trouve  a:  =  a88 ,  le  i. 

1         .        ,  ^x(x+i')      288.289  ,,    o 

nombre  tngonal  en  est— ^ ^= ^=  144*^09  ,  ce  ,, 

2  ^ 

qui  est  un  carré  dont  la  racine  est  =  12.17  =  204. 

5o.  Nous  remarquerons,  à  l'égard  de  ce  dernier  cas,  que  ;; 
la  formule  bx  -f-  cxx  n'a  pu  être  transformée  en  un  carré 
par  la  raison  qu'elle  avait  un  facteur ,  savoir  x  ;  cette  obser^  ^ 
vation  nous  conduit  à  de  nouveaux  cas  dans  lesquels  la  for^  - 
mule  a  +  io;  +  cxx  peut  pareillement  devenir  un  carré ,  lor» 
même  que  ni  a  ni  c  ne  sont  des  carrés. 

Ces  cas  sont  ceux  où  a  -f-  tx  -j-  cxx  peut  se  décomposer 

en  deux  facteurs ,  et  cela   arrive  lorsque  bb  —  ^P-^  '®st  un 

carré.  Pour  le  prouver ,  nous  remarquerons  que  les  facteurs 

dépendent  toujours  des  racines  d'une  équation ,  et  qu'ainsi  il 

faut  supposer 

a  +  io;  -f-  cxx  =  0  ; 
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«ela  posé,  on  a 

r  .  bx     a^ 

cxxsaB— «t^jc^— a,  et  wCx  =  — —  ■— — • 
'        '  ce 

d'où  l'on  tire  , 


1/ 


ac    ' 


et  il  est  clair  que  si  bb  — -  4<ic  est  un  carré  >  cette  quantité 
devient  rationnelle.  . 

Soit  donc  bb  —  /^c  :=:dd,  les  racines  seront  — 

c'est-à-dire  que 

b±d 

a;  = ; 

ac 

et  parconséquent  les  diviseurs  de  la  formule  a-^bx^  cxx 

«ont  X  -f et  a?  +  — '- —  ;  et  si  on  multiplie  ces  fac- 

ac  I      ac     '  ^ 

teurs  l'un  par  l'autre ,  on  retrouve  la  même  formule ,  à  cela 
près  qu'elle  est  divisée  par  c  ;  car  le  produit  est  xo:  -f-  — 

+  -z —  —  -7 —  ;  et  puisque  dd:=:bb''^ 4^c ,  on  a 

,  bx  ,    bb         bb    ^  Âac  ,  bx  ,  a 

Ce  qui  étant  multiplié  par  c,  donne  cxx -f- ix -f- a.  On  n'a 
donc  qu'à  multiplier  l'un  des  facteurs  par  c ,  et  on  aura  la 
formule  en  question  exprimée  par  le  produit 

a      a/  \         ac   '  ac/ 

et  on  voit  que  cette  solution  ne  peut  manquer  d'avoir  lieu 
toutes  les  fois  que  bb  ^  /^ac  est  un  carré. 

5i.  De  là  résulte  le  troisième  cas  dans  lequel  la  formule. 
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û  ^fca:  +  ^^^  P®^*  s®  transformer  en  un  carr^ ,  et  que  i 
allons  traiter  après  les  précédens. 

4*.  Ce  cas^,  ainsi  que  nous  l'avons  insinué^  a  lieu  lors 
notre  formule  peut  se  représenter  par  un  produit  tel 
(/-f-ga:).  (A  +  fer).  Pour  faire  de  cette  quantité  un  cai 
supposons  sa  racine  ,  ou 

nous,  aurons 

et  en  divisant  cette  équation  par^-f-gx,  on  a 

nn 
c\jt'  a-^dire 

hnn  -f-  knnx  szfmm  -f»  gmmx  y 

et  parconséqnent 

frnjn  —  /f/i/i 

Pour  éclaircir  ce  résultat,  sok  proposée  la  question  s 
vante  : 

Première  question.  Trouver  tous  les  nombres  x  tels  c 
»  V  double  de  leurs  carrés  on  retranche  a,  le  reste  soit 

Puisque  c'est  qxx  —  2  qui  doit  être  un  carré ,  il  faut  fa 

attention  que  cette  formule  s'exprime  par  les  facteurs  suivai 

2  .  (a?  +  1  )  .  (a;—  1  ).  Si  doue  on  en  suppose  la  rac 

m .  (x+i) 
z=si '"^-"^ i-,  oa  a 

nn 

divisi 
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divisant  par  x^^  i  et  moltipliaat  par  nn ,  on  aura 

!innX'^2nn::=mmX'j'7nm, 
«t  de  là 

mm  +  9/i/t 

xz=z • . 

an/i—  mm 

Si  l'on  fait  m=  i  et  7i=  i ,  on  trouve  a:  =  3,  et  axa;*— 
3=16  =  4*. 

Que  si  7»  =  3  et  71=  a,  on  a  x  =  —  17  ;  or  comme  x 
ne  se  rencontre  qu'élevé  au  second  degré ,  il  est  indiffèrent 
qu'on  prenne  x  =  —  17,  oua:=-f-i7;  l'une  et  l'autre,  sup- 
\    position  donnent  également 

SLXx  —  a  1=  57S  =  a4** 

53.  Seconde  question.  Soit  proposée  la  formule  Q  +  i3a; 

+  6x0;,  pour  être  transformée  en  un  carré  :  nous  avons  ici 

u-=:^  ,  i  =  i3,  c  =  6  ,  où  ni  a  ni  c  n'est  un  carré.  Qu'on 

voie  donc  si  W— 4^^  devient  un  carré,  on  trouve  aS;  ainsi 

bn  Bst  sûr  que  la  formule  peut  être  représentée  par  deux  fac- 

mC^  ^•3jrt 
teurs;  ces  facteurs  sont  (.  +  3.:),  (3  +  a^).Que ~- 

<(Ht  leur  racine ,  on  aura 

(a  +  S^t).  (3  +  ax)  = ^^—L; 

ce  qai  se  change  en 

Snn  -f-  annx  =  amm  +  Sm/nx , 

d'où  l'on  tire 

amm— 3nn      Sn/i— amm  . 


Xi= 


an/i — 3/nm      3mm — 2nn 


Or,  afin  que  le  numérateur  devienne  positif,  il  faut  que  Znn 
soit  plus  grand  que  amm ,  et  parconséquent  ùmni  plus  petit 

que  3/ïn,. c'est-à-dire  qu'il  faut  que  - —  soit  plus  petit  que  J. 

a.  D 


mm 
nn 
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Quant  au  dénominateur ,  s'il  doit  devenir  positif,  on  yoit  que 

3mm  doit  surpasser  2nn,  et  parconséquent doit  être  plus 

grand  qae  |.  Si  donc  on  veut  trouver  pour  x  des  nombres  po- 
sitifs ,  il  faut  prendre  pour  m  et  n  des  nombres  tels  que 
•oit  moindre  que  J ,  et  cependant  plus  grand  que  f . 

Soit,  par  exemple,  m  =  6et  ji  =  5:  on  aura  —  =  |f>  ce 

qui  est  mobdre  que  |  et  évidemment  plus  grand  que  f  ;  c*est 
pourquoi  on  trouve  a;  =  +  ^. 

54-  4^'  Ce  troisième  cas  donne  lieu  d'en  considérer  encore  un 
quatrième ,  qui  est  celui  où  la  formule  a-j-bx-^-  cxx  se  dé- 
compose en  deux  parties  telles  que  la  première  soit  un  carré, 
et  que  la  seconde  soit  le  produit  de  deux  facteurs  ;  c'est-à- 
dire  que,  dans  ce  cas,  la  formule  doit  être  représentée  par  une 
quantité  de  la  forme  pp  +  qr^  où  les  lettres  p ,  q  etr  indiquent 
-des  quantités  de  la  forme  f-j'gx.  Il  est  clair  que  la  règle, 
pour  ce  cas ,  sera  de  faire 


^1Z i    ^? 

car  on  aura 


Vpp+qr  =  P'\'^\ 


pp+^^pp+2221+Tm, 


n  nn 


où  les  termes  pp  s'en  vont,  après  quoi  l'on  peut  diviser  par  q  , 
desorte  qu'on  obtient 

STTip   .    mma  , 

r=s— i--f-— i-,  ou  nnr^=^  nmnp  'i'  mmq , 

é^ation  par  laquelle  x  se  détermine  facilement^  Voilà  donc 
le  quatrième  cas  dans  lequel  notre  formule  peut  se  transfor- 
mer en  un  carré  ;  l'^plication  en  est  aisée ,  et  nous  allom 
fe  faire  sur  quelques  «cemples^ 
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55.  Troisième  question.  On  cherche  des  nombres  x  ,  tels 
que  leurs  carrés  pris  deux  fois ,  soient  de  i  plus  grands  que 
d'autres  carrés^  ou  bien  que  si  on  retranche  )*unité  d*un  de 
ces  doubles  carrés ,  il  reste  un  carré  ;  ainsi  que  le  cas  a  lieu 
pour  le  nombre  5 ,  dont  le  carré  aS  ,  pris  deux  fois ,  donne 
le  nombre  5o>  qui  est  de  i  plus  grand  que  le  carré  49- 

îl  faut ,  d'après  cet  énoncé ,  que  qxx  —  i  soit  un  carré  ; 
et  comme  nous  avons  ,  suivant  notre  formule  ,  a  =  —  i  , 
irrr  o  et  c=  a  ,  on  voit  que  ni  a  ni  c  n'est  un  carré ,  et  que 
de  plus  la  quantité  proposée  ne  peut  être  décomposée  en  deux 
facteurs ,  puisque  bb  —  ^ac  =  8  n'est  pas  non  plus  un  carré  ; 
desorte  qu'aucun  des  trois  premiers  cas  n'a  lieu.  Mais,  suivant 
le  quatrième^  cette  formule  peut  être  représentée  par  xo: -f- 
(a:r—  i)=a;j?  +  (a7—  i)  (^+  i).  Si  donc  oi^  en  suppose 

la  racme  =  a?  +  >  , 


on  aura 
n 


xx+{x+i)  {X — i)=a:xH 1 ; 

71  nn 

cette  équation ,  après  avoir  effacé  les  xx  et  divisé  les  autres 
ternies  par  jc  +  i ,  donne 

nnx  '■^nn'=^  nmnx  +  mmx  +  mm , 

d'où  l'on  tire 

mm  -f-  nn 

x:= ; 

nn  —  fimn  —  mm, 

et  puisque  dans  notre  formule  axjc  —  i  ,  le  quarré  xx  se 
trouve  seul ,  il  est  indifférent  qu'on  trouva  pour  x  des  valeurs 
positives  ou  négatives.  On  peut  d'abord  même  écrire  —  m  au 

lieu  de  +  Tîi,  ann  d  avoir  x  = .  — . 

n/i-J-am/i — mm 

Sî  on  fait  ici  tti  -rr  i  et  ti  =  i ,  on  trouve  x  =  l  et  axx 
—  1  z=  1  ;  que  si  on  fait  th  =  i  «t  /i  =  a  ,  on  trouve  x-=i^ 
«t  axx  -^1  =xg'  'i  enfin ,  si  on  supposait  m  —  i  tX  n  =—  a, 
on  trouverait  x=:  —  5,  oux=:-f-5,  et  axx —  i  se 4s* 

a 
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5S.  Quatrième  question.  Trouver  des  nombres  dont  les  carré* 
doublés  et  augmeatés  de  2,  soient  pareillement  des  carrés. 
Un  tel  nombre,  par  exemple,  est  7 ,  le  double  de  son  carré 
est  98^  et  si  on  y  ajoute  a,  on  a  le  carré  100. 

Il  faut  donc  que  ar.r  -f-  2' soit  un  carré,  et  comme  a  =  2, 
6  =  0  et  c  =:=:  2  ;  desorte  que  ni  a  ni  c  ,  ni  ii  —  /^ac  ou  — •  16 , 
ne  sont  des  carrés ,  il  faudra  recourir  à  la  quatrième  règle. 

Supposons  la  première  partie  =r:  4  >  la  seconde  sera 
mçx  —  2=:2(x+i)(j;  — 1), 

ce  qui  donne  à  la  quantité  proposée  la  forme  4  +  ^  C-^+i) 
(a?— 1). 

Que  a  -j i — î — ^  en  soit  la  racme ,  nous  aurons  1  équation 

-T.xi/v  y-ri  j^  *     ,      nn 

OÙ  les  nombres  4  se  détruisent ,  de  façon  qu'après  ayoir  divisé 
les  autres  termes  par  a?  -f*  ^  >  on  a 

fànnx  •—  2nn  1=  /^mn  -f-  Tnmx  -f-  ttith  , 
et  parconséquent 

4771/1  -|-  771771  +  27Ï7»  . 

ann  —  mm 

Si  on  fait  dans  cette  valeur  tti  =  1  et  /i  =  1 ,  on  trouve 
x  =  7 ,  et  sixx  +  2  ;==  100.  Mais  si  m  ==  o  et  /i  =  i ,  on  a 
a;  =  1  et  2a:x  -|-  2  =  4« 

67.  Il  arrive  souvent  aussi  que,  lorsqu'aucune  des  trois  pre- 
mières règles  n'a  Jieu  ,  on  ne  peut  trouver  comment  la  for- 
mule peut  se  décomposer  en  deux  parties  telles  que  la  qua- 
trième règle  les  demande. 

Par  exemple  ,  s'il  est  question  de  la  formule  7 -|- i5-* 
^f-  iZxx,  la  décomposition  dont  nous  parlons  est  à  la  vérité^ 
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possible ,  maïs  la  façon  de  la  faire  ne  se  présente  pas  d*^abord 
à  .J*esprit  ;  elle .  exige  qu  on  suppose  la  première  partie 
=  (  1  —  xy ,  ou  1 —  Qx  -{-OCX  ,  de  façon  que  Tautre  est 
=  S  -f-  17X+  iQxx-,  et  on  reconnaît  que  cette  partie  a  des 
facteurs  ,  parceque  17*  —  4.6.12  étant  =  1,  est  un  carré.  En 
effet  les  deux  facteurs  sont  (2  +  3x)  (S-f-^jc);  desorte  que 
la  formule  devient  (1  —  x)*  +  (2  +  3x)  (3  +  /(jc)  ,  et  qu'on 
peut  maintenant  la  résoudre  par  la  quatrième  règle. 

Mais,  ainsi  que  nous  Tayons  insinué,  on  ne  doit  pas  pré- 
tendre que  cette  décomposition  se  trouve  sur-le-cbamp  ;  c'est 
pourquoi  nous  indiquerons  encore  une  voie  générale  pour 
reconnaître  préalablement  si  la  résolution  d'une  telle  formule 
est  possible  ou  non  *,  car  il  y  en  a  une  inSnité  qui  ne  peuvent 
donner  des  carrés  ;  de  ce  nombre  est ,  par  exemple  ,  la 
formule  3a?jc  +  9.  D'un  autre  côté,  il  suffit  de  connaître  un 
seul  cas  où  une  formule  est  possible ,  pour  en  trouver  ensuite 
facilement  toutes  les  solutions  ',  c'est  sur  quoi  nous  allons  en- 
trer dans  quelque  détail. 

58.  On  remarquera ,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire , 
que  tout  l'avantage  qu'on  peut  se  promettre  dans  ces  occasions, 
c'est  de  déterminer  ou  de  deviner,  pour  ainsi  dire,  quelque 
cas  dans  lequel  une  formule  telle  que  a  +  ia:+  cxx,  se  trans- 
forme en  un  carré;  et  la  voie  qui  se  présente  naturellement 
pour  cela  ,  est  de  supposer  successivement  pour  x  de  petits 
nombres  ,  jusqu'à  ce  qu'on  xencontre  un  cas  qui  donne  un 
carré. 

Or  ,  comme  x  peut  être  un  nombre  rompu ,  qu'on  com- 
mence   par   substituer   en  général   à  x  une  fraction  --,  et 

à  la  formule  a -A 1 qui  en  résulte ,  est  un  carré .  ell# 

u       uur  *• 

le  àera  pareillement  après  avoir  été  multipliée  par  vu  ;  desorta 

qu^il  restera   à   chercher  pour  t   et  pour    u  des  valeurs  en 

nombres  entiers  ,  telles  que  la  formule  auu  -j-  btu  -f^  ctU 

a 


V 
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soit  un    carré.    Il   est    évident  qu'après  cela  la  supporition 
de  x  =  -  ne  peut  manquer  de  faire  trouver  la  formule  a  + 

bx  -f"  cxx  égale  à  un  carré.  * 

Si  enfin ,  quoi  qu'on  fasse ,  on  ne  parvient  à  aucun  cas  sa- 
tisfaisant ,  on  a  tout  lieu  de  soupçonner  qu'il  est  tout-à-fait 
impossible  de  transformer  la  formule  en  un  carré,  ce  qui 
arrive  très-fréquemment. 

59.  Présentement  nous  ferons  voir  que  ,  lorsqu'au  contraire 
on  a  déterminé  un  cas  satisfaisant ,  il  est  facile  de  trouver  tous 
les  autres  cas  qui  donnent  pareillement  un  carré  ;  on  remarquera 
en  même  temps  que  le  nombre  de  ces  solutions  est  toujours 
infiniment  grand. 

Considérons  d'abord  la  formule  3  +  jxx,  où  a  =  2 ,  fi  =  o 
et  0=7:  elle  devient  évidemment  un  carré ,  si  l'on  suppose 
a:=  1  ;  qu'on  fasse  donc  x=  1  -j-y ,  on  aura  xx  =  1  +  lay 
+J'y  >  ®*  notre  formule  devient  9  -f-  i4y  -}-  yyy,  où  le  pre- 
mier terme  est  un  carré  ;  ainsi  nous  supposerons ,  conformé- 
ment à  la  seconde  règle ,  la  racine  carrée  de  la  nouvelle  for- 
mule =3  ^ — ^,  et  nous  aurons  l'équation 

fi  fifl) 

où  nous  pouvons  effacer  9  de  part  et  d'autre ,  et  diviser  par  y  ; 
cela  fait,  nous  aurons 

1 4nn '-f- j nny  z=^bmn^mmy)  donc  y  =: -^-~ 

jnn  —  mm 

et  conséquemment 

Gm/l— 77Î71  — 


jnn-^mm 


7/1/1  —  771771 

où  Ton  peut  adopter  pour  m  et  n  telles  valeurs  qu'on  veut. 
Si  on  fait  m=  1  et  *i=i,  on  a  n  =  — j^  ou  bien  aussi. 
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puisque  la  seconde  puissance  de  x  est  seule  ^  ce  =  -f-f  j  done 

Si  m  =  3  et  n=  1,  on  a  x  s-— i,  ou  a:=:-f"i- 

•   Mais  si  m  =  3  et  n  =  *—  i ,  on  a  a:  =  17  ;  ce  qui  donne 
1  -f-  jxx  =  2oa5 ,  le  carré  de  fl5. 

Supposons  aussi  m  =  8  et  n  =  3^  nous  aurons  de  même 

4P=—  17  ou  07=  4"  *7* 

Mais  en  faisant  m  =  8  et  n  =  — 3,  on  trouve  a:  =  fl7i  ; 
desorte  que  2  -f-  73:x=  514089  =  717*. 

60.  Examinons  à  présent  la  formule  5xa:+3a:+7,  quideyient 
nn  carré  par  la  supposition  de  a:  ==  —  1 .  Si  nous  faisons  par 
cette  raison  x  =:y  ■—  1 ,  notre  formule  se  change  en  cdle-ci  i 

+   3y_5 
4-7 


dont  nous  supposerons  la  racine  carrée  =  3 *-i  consé- 

qaemment  nous  aurons 

5yy-7y  +  9=9 — T^~l^' 

OU 

572ny  —  7/1/1  =:  — 6m7t  +  mmy  ; 

d  où  nous  tirons 

7/1/Ï  —  6/n/i      ^      n  ^^^  —"  ^''*''  "t"  ''*''* 

V  =  ^= ,  et  enfin  x  = p ii 

•^        5/1/1  —  mm  onn-^^mm 

Soit  m  =  2  etn=:i,onax  =  —  6,  et  parconséquent 

5x07  -f-  5x  -f-  7  =  169  =  i3V 

4 


I 
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Mais  si  m  =  — a  et  n  =  i,  oa  trouve  a:=i8,  et 

5xa7  +  3a:  +  7=iG8i  =4i^ 

61 .  Considérons  maintenant  cette  autre  formule  fxx  -f-  i5x 
^-  i3  ^  où  nous  ne  pouvons  que  commencer  par  la  supposi- 
tion de  X  =  -  ;  ayant  substitué  et  multiplié  par  uu  ,  nom 

avoDfi  la  formule  7W+  i5fa  +  i3au,  qui  doit  être  un  carré. 
Essayons  donc  de  prendre  quelques  petits  nombres  pour  les 
valeurs  de  t  et  de  u. 

Faisons  t=i,  u==i,  la  formule  deviendra  =  35  , 

^  =  2 ,  li  =  1 , 71  , 

•*  =  fl,u  =  —  1, 11, 

*  =  3 ,  u  ^n  1  , lai  , 

Or  121  étant  un  carré,  on  est  assuré  que  la  valeur  07=3 
satisfait;  supposons  donc  x-=iy  -{'  3,  et  nous  aurons, 
en  substituant  dans  la  formule ,  jyy  -f-  ^'ly  +  63  +  1 5y  +  45 


my 
nous  aurons 


■+■  i3  ,  ou  jyy  +  bjy  +  121.  Soit  la  racine  =  11  -f ^  , 


22  TTIV         TtlTTiyy 

lyy  +  57^^+  121  =  121  +  — -iH — -^  ; 

ou 

7n72y  +  57/1/1  =  22mn  -f-  mmy  ; 
donc 

67/1/1  —  227/171  3S/in — 22/n/i+3/n7it 

y=-^^ ,  et  x= . 

•^  Tw/n  —  7/1/1  /n./» —  7/1/1 

Soit,  par  exemple,  7n  =  3et7i=:i,on  trouve  0:=:  — f, 
et  la  formule  devient 

7XX  +  i5x  +  i3  =  ^  =  (|)^ 
Soit  m=i  et  n  =  i,  on  trouve  x  =  *— x>  *^  ni=3  et 
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it=—  1 ,  on  a  a:=i|^ ,  et  la  formule 

7X07  +  i5a:  +13=  i^/^  =  (^)'; 

62.  Mais  souvent  on  perd  son  temps  à  chercher  un  cas  où 
la  formule  proposée  puisse  devenir  un  carré.  Nous  avons  déjà 
dit  que  3xx  -f-  2  est  une  de  ces  formula  intraitables ,  et  on 
verra  ^  en  lui  donnant  ^  d'après  la  règle ,  la  forme  3tf -{-  aim, 
qn^en  effet ,  quelques  valeurs  que  Ton  donne  k  t  et  à.  u ,  cette 
quantité  ne  devient  jamais  un  nombre  carré.  Et  comme  les  for- 
mules de  cette  espèce  sont  en  très -grand  nombre  ^  il  est 
important  d'assigner  quelques  caractères  auxquels  on  puisse 
reconnaître  leur  impossibilité ,  afin  qu'on  soit  souvent  dispensé 
par  là  d'un  tâtonnement  inutile  :  ce  sera  la  matière  du  cha- 
pitre suivant. 
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CHAPITRE    V. 

Des  cas  où  la  formule  a  -(-  bx  -(-  cxx  ne  peut 

jamais  devenir  un  carré. 

63.  VJOMME  notre  formule  générale  est  de  trois  termes,  nom 
observerons  d'abord  qu'elle  peut  toujours  être  transformée  en 
une  autre  dans  laquelle  le  terme  moyen  manque.  Cela  se  fait 

en  supposant  x-n^-^ ;  cette  substitution  change  notre  for- 

I  11       .         .  *y — t)b  ,  yy-QÔy+ii       ^ac-^hb^yy 

mule  en  celle-ci ,  a  A--^ \''<^ f-^ — yOU- ; — -^X 

Qc  4c  4c 

et  puisqu'elle  doit  être  un  carré ,  qu'on  la  fasse  =  — ,  0»    ; 

4 
aura  1 

4ac  —  W -f-j'j  =  czz,  -^ 

et  parconséquent 

yy  =  czz  -j-  bb  —  4^c.  -i 

Lors  donc  que  notre  formule  sera  un  carré  >  cette  demîèff,  1 
czz-^bb  —  4^c  le  sera  pareillement;  et  réciproquement,  fi  '^ 
celle-ci  ett  un  carré ,  la  proposée  le  sera  de  même.  Parcon-   î 
séquent ,  si  on  écrit  ^  à  la  place  de  bb  —  4^0,  tout  se  réduira  j 
à  déterminer  si  une  quantité  de  la  forme  czz  +  t  peut  deve^    ; 
nir  un   carré  ou  non.  Et  comme  cette  formule   ne   consiste 
qu'en  deux  termes  ,  il  est  certainement  beaucoup  plus  facile 
par  là  de  juger  si  elle  est  possible  ou  si  elle  ne  l'est  pas  ;  c'est 
au  reste  la  nature  des  nombres  donnés  c  et  ^ ,  qui  doit  nous 
guider  dans  cette  recherche. 

64.  Il  est  clair  que  si  t  =  o  ,  la  formule  czz  ne  peut  devenir 
un  carré  que  dans  le  cas  où  c  est  un  carré  ;  car  le  quotient  de 
la  division  d'un  carré  par  un  autre  carré^  étant  pareillement  ua 
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earré  y  la  quantité  czz  ne  peut  être  un  carré ,  à  moins  que , 

ou  c ,  n'en  soit  un.  Ainsi  quand  c  n'est  pas  un  carré ,  la  for- 
mule cza»  ne  peut  en  aucune  manière  devenir  un  carré  ;  et  au 
contraire,  si  c  est  par  soi-même  un  carré,  czz  sera  de  même 
carré  ^  quelque  nombre  que  l'on  adopte  pour  z. 

65.  Si  nous  voulons  porter  un  jugement  sur  d'autres  cas , 
il  nous  faudra  recourir  a  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  au 
sujet  des  différentes  espèces  de  nombres  considérés  relative- 
ment à  leur  division  par  d'autres  nombres. 

Nous  avons  vu ,  par  exemple  ,  que  le  diviseur  3  donne  lieu 
à  trois  espèces  différentes  de  nombres  :  la  première  comprend 
les  nombres  qui  sont  divisibles  par  3 ,  et  qu'on  peut  exprimer 
par  la  formule  Zn. 

La  seconde  espèce  comprend  les  nombres  qui,  divisés  par  o, 
laissent  1  de  reste ,  et  qui  sont  contenus  dans  la  formule  3«  -f-  ^  • 

A  la  troisième  espèce  appartiennent  les  nombre»  dont  la 
division  par  3  donne  2  pour  reste,  et  qui  se  représentent  par 
l'expression  générale  3/1  -f-  ^' 

Or,  puisque  tous  les  nombres  sont  contenus  dans  ces  trois 
formules ,  considérons-en  les  carrés.  D'abord  ,  s'il  s'agit  d'un 
nombre  qui  soit  compris  dans  la  formule  3/i,  nous  voyons  que 
le  carré  de  cette  quantité  étant  ^nn ,  il  est  divisible  non-seu- 
lement par  3,  mais  aussi  par  3. 

Que  si  le  nombre  donné  est  compris  dans  la  formule  3/i+ 1 , 
on  a  le  carré  gn^i  +  Gn  +  1 ,  qui ,  divisé  par  3  ,  donne  3/2 /i 
+  flrt  avec  le  résidu  1 ,  et  qui  parconséquent  appartient  de  même 
à  la  seconde  espèce  3?i  + 1 . 

Enfin  ^  si  le  nombre  en  question  est  compris  dans  la  for- 
mule 3n.+  a,  on  a  à  considérer  le  carré  ^nn^  ià/i4-4î  si 
on  le  divise  par  3 ,  on  trouve  Znn  +  4^^  +  1  et  1  de  reste  ; 
dcsorte  que  ce  carré  appartient,  ainsi  que  le  précédent,  à 
l'espèce  3»  +  i . 
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Il  est  clair  par-là  que  les  nombres  carrés  en  général  ne  sont 
que  de  deux  espèces  relativement  au  diviseur  3;  car,  ou  ill 

«ont  divisibles  par  3 ,  et  dans  ce  cas  ils  sont  nécessairement  *j 

aussi  divisibles  par  9  ;  ou  bien  ils  ne  sont  point  divisibles  par  3,  1 

et  dans  ce  cas ,  il  y  aura  toujours  1  de  reste  et  îamais  a.  Par  - 

cette  raison  aucun  nombre  contenu  dans  la  formule  3/t-|"3>  ■ 

ne  peut  être  un  carré.  ^ 

6S.  Il  nous   est  facile  ,  au  moyen  de  ce  que  nous  venons  t 

de  dire ,  de  faire  voir  que  la  formule  3xx  +  2  ne  peut  jamais   "^ 

devenir  un  carré,  quelque  nombre  entier  ou  frartiionn aire  qu'on   "^ 

veuille  substituer  à  x.  Car  si  x  est  un  nombre  entier  ,  et  qu'on 

divise  la  formule  3.rx  +  2  par  3 ,  il  reste  q  *,  donc  elle  ne  peut 

être  un  carré.  Ensuite  si  or  est  ime  fraction,  nous  rexprime- 

t  ^ 

rons  par  -  ,  et  nous  supposerons  qu'elle  est  déjà  réduite  à  tes 

moindres  termes,  et  que  t  et  w  n  ont  d'autre  commun  diviseur 

oit 
que  1 .  Afin  donc  que f-  2  fût  un  carré  ,  il  faudrait ,  en 

^      uu 

multipliant  par  uu  ,  que  5tt  -f-  quu  fût  de  même  un  carré  ;  or 
c'est  ce  qui  ne  se  peut  :  car  le  nombre  u  est  ou  non  divisible 
par  3  ;  s'il  l'est ,  t  ne  le  sera  pas ,  parceque  t  et  u  n'ont  pas 
de  commun  diviseur  ;  c'est  pourquoi ,  si  on  fait  11  =  3^,  comme 
la  formule  devient  =  3tt  +  iSff,  on  voit  bien  qu'on  ne  peut  la 
diviser  par  3  qu'une  fois  et  pas  davantage ,  comme  il  faudrait 
pouvoir  le  faire  si  elle  était  un  carré  ;  en  effet .  en  dinsant 
d'abbrd  par  3  ,  on  a  «  +  6ff.  Or  si  d'un  côté  6ff  est  divisible 
par  3,  de  l'autre  U  étant  divisé  par  3,  laisse  1  de  reste  (*).  Sup- 
posons à  présent  que  u  ne  soit  pas  divisible  par  3 ,  et  voyons 
ce  qui  reste.  Puisque  le  premier  terme  est  divisible  par  3 ,  il 
s'agira  uniquement  de  savoir  quel  résidu  donne  le  second  terme 
âuu.  Or  uu  étant  divisé  par  3  ^  donne  le  reste  1 ,  c'est-à-dire 
■  I  — ^.^i^  I     »      — ^— ^—  Il       11    II I— — — .».^—— ^« 

(*)  Cela  revient  h  dire  que  si,  après  avoir  divise'  par  3 la  formule  3tt-^^uu , 
le  reste  est  zéro  ;  ainsi  qu'il  arrive  dans  Thypotlièse  présente,  le  nombre  ne 
pcnt  plus  être  que  dans  la  formule  9/1/2  ;  il  faut  donc  qu'il  soA  divisible  dtuz 
fois  par  3* 
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que  c'est  un  nombre  de  l'espèce  3/t  4^  1  ;  ainsi  quu  est  un 
nombre  de  l'espèce  6/1  -{-  a  ^  et  en  le  divisant  par  3  il  laisse  a 
de  reste  ;  parconséquent  notre  formule  Stt  +  2mu  ,  si  on  la 
divise  par  3,  donne  le  résidu  â ,  et  n'est  certainement  pas  un 
nombre  carré. 

67.  On  peut  démontrer  de  la  même  manière ,  que  pareil- 
lement la  formule  5tt  +  5uu  ne  peut  jamais  être  un  carré  ^ 
ni  même  aucune  des  formules  suivantes  :  'Stt  -{-  Suu  ,3U  ^11  uu, 
3W-f-  ij^u ,  où  les  nombres  5,  8 ,  11,  i4  »  etc.  divisés  par  3, 
donnent  a  pour  résidu.  Car  si  Ton  suppose  que  u  soit  divisible 
par  3 ,  et  que  parconséquent  t  ne  le  soit  pas ,  /et  qu'on  fasse 
u:=zZf^  on  parviendra  toujours  à  des  formules  divisibles  par  3, 
mais  non  pas  divisibles  par  g.  Et  si  u  n'est  pas  divisible  par  3, 
et  parconséquent  que  uu  soit  un  nombre  de  l'espèce  3/i  +  i  > 
on  aurait  le  premier  terme ,  3tt ,  divisible  par  3 ,  tandis  que 
les  seconds ,  5uu ,  Suu ,  iiuu  ,  etc.  auraient  les  formes  1 5n  +  5, 
fl4^  +  8,  33/1+11,  etc.,  et  laisseraient  constamment  2  de 
reste ,  quand  on  les  diviserait  par  3. 

68.  Il  est  évident  que  cette  remarque  s'étend  mêm^  jusqu'à 
la  formule  générale  3/i  +  (3/1  -f-  Q).r/u,  laquelle  en  effet  ne 
peut  jamais  devenir  un  carré  ,  et  pas  même  en  prenant  pour  n 
des  nombres  négatifs.  Si  on  voulait ,  par  exemple,  faire  n^=z — i, 
|e  dis  qu'il  est  impossible  que  la  formule  3U  —  uu  puisse  de- 
Tenir  un  carré  -,  la  chose  est  claire ,  si  u  est  divisible  par  3  ; 
et  si  cela  n'est  pas ,  comme  dans  ce  cas  uu  est  un  nombre  de 
l'espèce  3n -4-  1 ,  notre  formule  devient  Stt-^Sn  —  1 ,  ce  qui, 
étant  divisé  par  3 ,  donne  le  résidu  —  1  ou  +2 ,  en  augmen- 
tant de  3-  En  général ,  que  n  soit  =  —  tti  ,  on  aura  la  formula 
(3/»  —  a)uu,  qui  ne  peut  jamais  devenir  un  carré. 

69.  Voila  jusqu'où  nous  conduit  la  considération  du  diviseur 
3  ;  ni  nous  regardons  maintenant  aussi  4  comme  un  diviseur  , 
nous  voyons  qu'un  nombre  quelconque  est  toujours  compris 
dbof  une  des  quatre  formules  suivantes  : 

.^•.4»;    a*.  4/1+1;    3^^4^  +  a;    4''4n  +  ^* 
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Le  carré  de  la  première  espèce  de  ces  nombres ,  eBt  iSnn, 
et  il  est  parconséquent  divisible  par  16. 

Celui  de  la  seconde  espèce  4^1  +  1  >  est  1  Bnn  -f-  8n  -f- 1  ; 
ainsi  en  le  divisant  par  8 ,  il  donne  1  de  reste  ;  desorte  qa*il  * 
appartient  à  la  formule  8/i  -f-  1. 

Le  carré  de  la  troisième  espèce,  4^  -)-  22  ^  est  i6n7t-f-  i6^*f'4t 
si  on  divise  par  16 ,  il  restera  4>  donc  ce  carré  est  compris 
dans  la  formule  i6/i  +  4*  ^Q&n  1^  carré  de  la  quatrième  es- 
pèce 4^1+3,  étant  16/171  +  24/1  +  9,  on  voit  qu'en  divisant .[ 
par  8 ,  il  reste  1 . 

70.  Nous  apprenons  par-là ,  en  premier  lieu  ,  que  tous  le$ 
nombres  carrés  pairs  sont  ou  de  la  forme  iG/i,  ou  de  celle-â 
1671  +  4  ;  et  conséquemment  que  toutes  les  ajitres  formules  : 
paires,  savoir  1G71  +  2,  16/1  +  6,   16/1  +  8,  i6n  +  io,  i6*:j 
+  12  ,   16/1  +  14,  ne  peuvent  jamais  donner  des  nombres !;j 
carrés.  .  , 

Ensuite ,  que  tous  les  carrés  impairs  sont  contenus  dans  l$A 
seule  formule  8/1  +  1  ;  c'est-à-dire  que  si  on  les  divise  par  SuA 
ils  laissât  le  reste  i.  Et  il  suit  de  là  que  tous  les  autres  nom'*  j 
bres  impairs,  qui  auront  la  forme  ou  de  8n  +  3,  ou  de  8/1+5)^. 
ou  de  8/t  +  7 ,  ne  pourront  jamais  être  des  carrés. 

71.  Ces  principes  fournissent  une  nouvelle  preuve  qiit  li 
formule  5tt  +  quu  ne  peut  être  un  carré.  Car,  ou  les  dcBX 
nombres  f  et  u  sont  impairs  ,  ou  l'un  est  pair  et  l'autre  at^ 
impair.  Ils  ne  peuvent  être  pairs  l'un  et  l'autre ,  parceque  si  ■- 
cela  était,  ils  auraient  au  moins  le  commun  diviseur  3.  Damt^ 
le  premier  cas  où  H  et  uu  sont  compris  dans  la  formule  8Af 
+  1 ,  le  premier  terme  5u  étant  divisé  par  8 ,  laisserait  le  réA 
sidu  3 ,  et  l'autre  terme ,  2uu ,  laisserait  2  ;  ainsi  le  résidu  total 
serait  5;  ainsi  la  formule  en  question  ne  peut  être  urt  carré.j 
Mais  si  le  second  cas  a  lieu ,  et  que  t  soit  pair  et  u  impair^ 
le  premier  terme  3tt  sera  divisible  par  4,  et  le  second  term^ 
QUU,  si  on  le  divise  par  4^  laissera  2  de  re^te;  ainsi  les  deux 
termes  ensemble ,  divisés  par  4  /  laissent  d  de  reste ,  et  ne 
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peuvent  parconséquent  former  un  carré.  Enfin ,  «  on  voulait 
npposer  u  un  nombre  pair  ==  a/,  et  t  impair  ,  deaorte  que 
tt  =  8n^  1 ,  notre  formule  se  changerait  en  celle-ci,  a^n-j-S 
+  6ff,  qui,  divisée  par  8 ,  laisse  3,  et  ne  peut  donc  être  ua 
carré. 

Cette  démonstration  s'étend  aussi  à  la  formule  3//+(87i+2)uir, 
pareillement  à  celle-ci,  (8m -f  3) W  +  21/u ,  et  même  aussi  à 
celle-ci,  (8m  +  3)«+(8/i  +  2)uu,  où  l'on  peut  substituera 
n  et  à  A  tous  les  nombres  entiers  tant  positifs  que  négatifs. 

7a.  Mais  allons  plus  loin  ,  et  considérons  le  diviseur  5 ,  à 
regard  duquel  tous  les  nombres  se  rangent  en  cinq  classes  : 

i\  5/1  ;  a^  5/1  +  1  ;  3^  6/1+2;  4*.  5/i  +  3,  5^  6/1  +  4. 

Noos  remarquerons  d'abord  que  si  un  nombre  est  de  la  pre- 
aiiére  espèce ,  son  carré  aura  la  forme  26/1/1 ,  et  sera  parcon- 
iéqaent  divisible  non-seulement  par  5  ,  mais  aussi  par  26. 

Tout  nombre  de  la  seconde  classe  aura  un  carré  de  la 
Sonne  âSnn  +  lo/i  +  1  ;  et  comme  la  division  par  5  donne  le 
réaida  1 ,  ce  carré  sera  compris  dans  la  formule  6/1  +  1. 

Les  nombres  de  la  troisième  espèce  auront  le  carré  26nii 
+  aon  +  4>  qui,  divisé  par  5,  donne  .4  de  reste. 

Le  carré  d*un  nombre  de  la  quatrième  espèce ,  est  26/21» 
+  Son  +  9  ;  si  on  le  divise  par  6 ,  il  reste  4» 

Enfin  le  carré  d'un  nombre  de  la  cinquième  classe,  est 
fl5iiii  +  4oii+  16;  qu'on  divise  ce  carré  par  5,  il  restera  i. 

Lors  donc  qu'un  nombre  carré  ne  peut  être  divisé  par  6 ,  le 
ijôdu  de  la  division  sera  toujours  1  ou  4>  et  jamais  2  ou  3; 
et  il  8*ensiiit  qu'aucun  carré  ne  peut  être  contenu  dans  les 
fbnnnles  5/t  +  2  et  6/;  +  3. 

73.  Nous  partirons  de  là  pour  prouver  que  ni  la  formule 
ill+  auUf  ai  celle-ci,  5U  +  5uu,  ne  peuvent  être  des  carres. 
Car,'  oa  bien  ^  est  divisible  par  6,  ou  il  ne  l'e^t  pas  :  dans  le 
preopôer  cas,  ces  formules  seront  divisibles  par  6 ,  mais  elles  ne 
h  eeroat  pai  par  a5 1  donc  elles  ue  pourront  être  des  carrés. 
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Si^  au  contraire^  tt  n'est  pas  divisible  par  5 ,  uu  sera  ou  Sn-^l/ 
ou  5n  +  4>  ®*  ^^®  J®  premier  de  ces  cas ,  la  première  for- 
mule "se  change  en  celle-ci ,  5fi  +  i  oti  +  a  ,  qui ,  divisés 
par  5 ,  laisse  a  de  reste  ,  et  la  seconde  formule  devient  St^^ 
-{-  i5n  4-  3,  ce  qui  étant  divisé  par  5  ,  donne  3  de  reste ,  de- 
sorte  que  l!i  Tune  ni  l'autre  ne  peuvent  être  un  carré;  quant: 
au  cas  de  u  =  5/t  +  4>  '^  première  formule  devient  5tt+io» 
-f-  8 ,  ce  qui ,  divisé  par  5 ,  laisse  3  ;  et  l'autre  devient  5tt  + 15» 
-f-  la ,  ce  qui ,  divisé  par  5  ,  laisse  a  ;  ainsi ,  dans  ce  cas ,  Ici 
deux  formules  ne  peuvent  plus  être  des  carrés. 

On  observera ,  par  un  raisonnement  semblable ,  que  ni  U' 
formule  3tt  +  (Sn  -f-  a)  uu ,  ni  cette  autre ,  5u  +  (5/i  -f-3)«tf , 
ne  peuvent  devenir  des  carrés ,  puisqu'on  parvient  aux  mêmes 
restes  que  nous  venons  de  trouver.  On  pourrait  même  écriro- 
dans  le  premier  terme  5mU  au  lieu  de  5tt ,  pourvu  que  m  nft 
fût  pas  divisible  par  5. 

74*  De  ce  que  tous  les  carrés  pairs  sont  compris  dans  It 
formule  4"  >  ^^  ^ous  les  carrés  impairs  dans  la  formule  4^^+ 1  » 
et  que  parconséquent  ni  /{n-^Q,  ni  4^^  +  3 ,  ne  peuvent  de^ 
venir  des  carrés,  il  s'ensuit  que  la  formule  générale  (4/»+3)tf 
-J-  (4/1 +  3) uu  ne  peut  jamais  être  un  carré.  Car  supposons 
que  t  soit  pair,  tt  pourra  être  divisé  par  4,  et  l'autre  terme 
étant  divisé  par  4  >  donnera  3  de  reste  ;  et  si  nous  supposons 
les  deux  nombres  f  et  u  impairs ,  les  restes  de  tt  et  de  uu  se^ 
ront  1 ,  et  parconséquent  le  reste  de  la  formule  entière  sera  s; 
or  il  n'est  aucun  nombre  carré  qui,  divisé  par  4>  laisse  add 
reste. 

Nous  remarquerons  aussi  que  tant  m  que  n  peuvent  mênid 
être  pris  négativement ,  ou  =  o  ,  et  qu'il  suit  de  là  que  les  for- 
mules Ztt  -f-  3uu  et  5tt  —  uu  ne  peuvent  pas  non  plus  se  trans' 
former  en  des  carrés. 

75.  De  même  que  nous  avons  trouvé  pour  un  petit  nombrt 
de  diviseurs ,  que  quelques  espèces  de  nombres  ne  peuvent 
jamais  devenir  des  carrés ,  on  pourrait  déterminer  de  pareille: 
espèces  de  nombres  pour  tous  les  autres  diviseurs*    . 

tQui 
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Qa*3  s'agisse  du  diviseur  ^ ,  on  aura  à  distinguer  sept  dif- 
férentes espèces  de  nombres^  dont  nous  examinerons  aussi  let 
cairés. 


Espèces 
des  Nombres. 

Leurs  carrés  sont  de  1* espèce 

1*.  7/1 

49n/i 

^n 

2^.  7»  +  1 

49/1/1  +  \fyt  +     1 

jn  +  1 

30.  7/1  +  3 

49/2/1  -f"  28/1  +    4 

7/1+4 

4^  7/1  +  3 

49/1/1  +  4a/i  +    9 

7/1  +  2 

50.  7/1  +  4 

49/i/t  +  5S/1  +  i& 

7n  +  2 

e**.  7»  +  5 

49/1/1  +  70/1  +  26 

7^*  +  4 

7*».  7/1  +  6 

49/1/1  +  84/»  +  3G 

7/1  +  1 

Puis  donc  que  les  carrés  qui  ne  sont  pas  divisibles  par  7/ 
Bont  tous  contenus  dans  les  trois  formules  7/1  +  1  ,  7/1  +  a  , 
7«  +  4*  il  est  clair  que  les  trois  autres  formules ,  7/1  +  3> 
7»  +  5  et  7/1  +  6  ,  ne  s'accordent  pas  avec  la  nature  des 
sombres  carrés. 

76.  Pour  entrer  encore  mieux  dans  le  sens  de  cette  conclusion , 
on-  remarquera  que  la  def  nière  espèce  ,  7/1  -I-  G ,  peut  aussi 
s'exprimer  par  7/1—  1  ;  que  pareillement  la  formule  7/1  +  5 
est  la  même  que  7/1 — 2,  et  7/1  +  4,  la  même  que  7/1  —  3. 
Car ,  il  est  évident  que  les  carrés  des  deux  espèces  ,7/1  +  1  et 
711—  I ,  divisés  par  7  ,  donneront  le  même  résidu  1  ;  et  que  les 
carrés  des  deux  espèces  ,7/1  +  2  et  7/t — 2 ,  doivent  se  ressem- 
bler de  la  même  manière. 

77.  En  général  donc,  quel  que  soit  le  diviseur,  que  nous 
mdiquerons  par  la  lettre  d,  les  différentes  espèces  de  nombres 
qui  en  résultent ,  sont 

dn 

dn  +  i,  rf/t  +  2,     d/x  +  3,  etc. 

«//i— 1,  diè"^  Si ,    dif^Z ,  etc. 
a.  E 
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OÙ  les  carrés  de  <{/i'-f*  i  et  dn  -  i  ,  ont  cela  de  conmitm  i^ 
qu*étant  divisés  par  d,  ils  laissent  le  reste  i  ,  desorte  qa*ili 
appartiennent  à  la  même  formule  dn  +  i  ;  de  même  les  carrés 
des  deux  espèces  dn^  2  et  dn  ^^  a,  appartiennent  à  la  mêmtf 
formule  dn  +  4-  ^®  façon  qu*on  peut  conclure  en  général  que 
les  carrés  des  deux  espèces  ,  dn  -^^  a  et  dn  —  a  ,  étant  divisés 
par  d ,  donnent  un  menie  résidu  aa ,  ou  celui  qui  reste ,  ea 
divisant  aa  par  d. 

78.  Ces  remarques  suffisent  pour  indiquer  une  infinité  de  for- 
mules, telles  que  att-i-buu,  qui  ne  peuvent  en  aucune  ma- 
nière devenir  des  carrés.  C'est  ainsi  que  le  diviseur  7  donne 
facilement  à  connaitre  qu'aucune  de  ces  trois  formules ,  jtt 
-}-  3uu ,  7ti  +  5uu  ,  ytt  +  Suu  ,  ne  peut  devenir  un  carré  ; 
parceque  la  division  de  u  par  7  ne  donne  pour  résidu  que  i , 
ou  2  ou  4  >  6t  que  dans  la  première  de  ces  formules  il  reste  ou  3, 
ou  6  j  ou  5  ;  dans  la  seconde  ,  5 ,  3  et  6 ,  et  dans  la  troisième , 
6 1  ou  5  ou  S  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  dans  des  carrés.  Lors 
donc  qu  on  rencontre  de  pareilles  formules ,  on  est  sûr  qu'on 
ferait  des  efforts  inutiles  ea  cherchant  à  deviner  quelque  cas 
où  elles  deviendraient  des  carrés,  et  c'est  pourquoi  les  con8i« 
dérations  dans  lesquelles  nous  venons  d'entrer^  ne  laissent  pal 
d'être  importantes. 

Si ,  au  contraire  ,   une  formule  proposée  n'est  pas  de  cette  ' 
nature,  nous  avons  vu  dans  le  chapitre  précédent  qu'il  soflSt 
de  trouver  un  seul   cas  où   elle  devient  un  carré,   pour   être 
en  état  d'en  déduire  une  infinité  d'autres. 

La  formule  proposée  était  proprement  aaix  +b  ,  et  comme 
on  trouve  ordinairement  pour  x  des  fractions,  nous  avions 

supposé  a;=-,  ensorte  qu'il  s'agissait  de  transformer  en  un 

s     • 

carré  la  formule  att  +  buu. 

Mais  il  ne  laisse  pas  d'y  avoir  souvent  une  infinité  de  cas  où  X 
peut  même  être  assigné  en  nombres  entiers,  et  c'est  de  la 
détermination  de  ces  cas  que  nous  nous  occuperons  dans  Is 
«hapitre  suivant* 
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CHAPITRE     VI. 

Des  cas  en  nombres  entiers ,  où  Informulé  axx-f-b 

devient  un  carré. 

7g.  Il  ou  s  avons  déjà  fait  voir  plus  haut  comment  on  doit 
transformer  des  formules  telles  que  a  +ix  +  cxx  ^  si  on  veut 
faire  disparaître  le  second  terme  ;  ainsi  nous  n'étendrons  qu'à 
k formule  axx-^b  les  recherches  présentes  dont  l'objet  sera 
trouver  pour  x  uniquement  des  nombres  entiers  qui  puissent 
transformer  cette  formule  en  carré.  Or  il  faut ,  avant  toutes 
choses  ,  qu'une  telle  formule  soit  possible  ;  car  si  elle  ne  l'est 
pas,  on  ne  trouvera  pas  même  pour  x  des  valeurs  fraction- 
naires, bien   loin  de  pouvoir  trouver  des  nombres  entiers. 

80.  Qu'on  suppose  donc 

axX'\'b=iyyy 

où  a  et  J  sont  des  nombres  entiers ,  et  où  x  et  j' doivent  être 
de  même  des  nombres  entiers. 

Or  il  est  absolument  nécessaire  ici  qu'on  sache,  ou  qu'on 
ait  déjà  trouvé  un  cas  en  nombres  entiers ,  sans  quoi  ce  serait 
une  peine  perdue  de  chercher  d'autres  cas  semblables,  puis- 
qu'il se  pourrait  que  la  formule  fût  impossible. 

Ainsi  nous  supposerons  que  cette  formule  devienne  un  carré, 
si  l'on  fait  a:=y,  et  nous  indiquerons  ce  carré  par  gg  , 
ensorte  que 
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OÙ  f  et  g  sont  des  nombres  connus.  Tout  se  réduit  donc  i 
déduire  de  ce  cas  d*autres  cas  semblables  ;  et  cette  recherche 
est  d'autant  plus  importante^  qu'elle  est  sujette  à  des  difficul- 
tés considérables  que  nous  viendrons  cependant  à  bout  d% 
•urmonter  par  les  artifices  que  nous  allons  faire  connaître. 

81.  Puisqu'on  a  déjà  trouvé 

_  • 

•t  que  d'ailleurs  il  faut  aussi  que 

axx  +  b  :=yy , 

toustrajons  la  première  équation  de  la  seconde ,  et  nous  cb 
aurons  une  nouvelle, 

qui  peut  sa  représenter  par  des  facteurs,  de  la  manière  suivante  : 

a(x  +/)  (x-/)  =  (.y  +  g)iy-g), 

et  qui  y  en  multipliant  de  plus  les  deux  membres  par  pq , 
devient 

Si  nous  décomposons  maintenant  cette  équation  ;  en  faisant 
opi^+f)  =  qiy+g}>     et     qix—f)z=p(^y  —  g)^ 

nous  pourrons  tirer  de  ces  deux  équations  des  valeurs  des 
deux  lettres  x  et  y.  La  première  divisée  par  q ,  donne 

apx  +  apf 

la  seconde  divisée  par  p ,  donne 

qx  —  qf 
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soustrayant  cette  dernière  égalité  de  Tautre  ;  on  a 


ou 
donc 


s  pq 

apqg  =  (opp  —  qq)r  +  (app  +  qq^fi 

^_  ^gp^       (opp+qq)f 

app^qq  app—qq     * 


et  par-là  on  obtient 

y--    «    ^gy?       i<^pp+qq)fq     ?/. 

«PP— W        (Ppp—qq)p         p* 

Et  comme  dans  cette  dernière  valeur  les  deux  premiers  termes , 
qui  contiennent   la  lettre  g",  peuvent  être  mis  sous  la  formo 

"    ^^ — ^-^ ,  et  que  les  deux  autres    termes  ,  où  se  trouve 
app^qq  ^  ' 

la  lettre  jf,  peuvent   s'exprimer    par  —  — i£2—  ^  tous  les 
ttrmes  seront  réduits  à  la  même  dénomination  ^  et  on  aura 

•^  app^qq  ' 

8a.  Ce  procédé  semble  d*abord  ne  point  convenir  à  notre 
but ,  puisque  devant  trouver  pour  x  et  pour  y  des  nombres 
entiers  ^  nous  sommes  parvenus  à  des  résultats  fractionnaires , 
et  qu'il  s'agirait  de  traiter  cette  nouvelle  question,  quels 
nombres  on  peut  substituer  à  p  et  à  ç  pour  que  les  fractions 
disparaissent?  question  qui  paraît  plus  difficile  encore  que 
notre  question  principale.  Mais  on  peut  employer  ici  un  ar- 
tifice particulier  qui  nous  fera  parvenir  facilement  au  but  ; 
nous   allons  l'expliquer. 

Comme  tout  doit  être  exprimé  en  nombres  entiers,  faisons- 

^±22=;;,,     et    -2£i-=n, 
app—qq  app—qq 
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pour  avoir 

x-nzng  —  mf,     et    yz=z  mg  —  naf. 

Or  nous  ne  pouvons  pas  prendre  ici  m  et  n  à.  volonté , 
puisc}ue  ces  lettres  doivent  se  déterminer  de  façon  à  répondre 
aux  déterminations  précédentes  ;  ainsi  nous  considérerons  pour 
cet  effet  leurs  carrés,  et  nous  verrons  que 

aap^'^Qappcjq+q^      . 4ppqq 

Tnm=: ; — -     et     7l/l= r ; — T, 

et  que  parconséqueat 

„„       aap^+^appqq+q*—4^pqq 

mm  -—  ann  = ; ; — • 

•    aap^ — zappqq-i-q^ 

aap^ — zappqq  -+-q^ 

aap^ — aappqq  -{-q^ 

83.  On  voit  par-là  que  les  deux  nombres  m  et  n  doivent  être 
tels  que  m77i=a/i7i+i.  Ainsi,  comme  a  est  un  nombre 
connu ,  il  faudra  commencer  par  songer  aux  moyens  de  dé- 
terminer pour  n  un  nombre  entier  ,  tel  que  ann  +  i  de- 
vienne un  carré ,  car  après  cela  m  sera  la  racine  de  ce  carré  ; 
et  quand  on  aura  déterminé  pareillement  le  nombre  f,  de  ma- 
nière que  off-\'  b  devienne  un  carré,  savoir g-^,  on  aura  pourjc 
€t  pour  j' les  yaleurs  suivantes  en  nombres  entiers  , 

a:  =  Tig*  —  mf  et  y=>  mg  —  naf, 

et  enfin  par-là 

axx  +  b  =yy' 

64.  Il  est  évident  qu'ayant  une  fois  trouvé  m  et  n ,  on  peut  - 
écrire  à  leur  place  —  771  et  —  n,  parceque  le  carré  nn  ne  laisse 
pas  de  rester  le  même. 

Mais  nous  avons  fait  entendre  que  pour  trouver  a;  et  ^  en 
nombres  entiers,  de  manière  que 

axx  +  bz=yy, 


V 
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11  fallait  d*abord  ccmnaîfrs  un  cas  tel  quo 

lors  donc  qu*oo  aura  trouvé  un  semblable  cas ,  il  faudra  tâoher 
encore  de  connaître,  outre  le  nombre  a,  des  valeurs  de  m  et 
de  n  f  telles  que 

ann  +  i  =  mm, 

et  nous  en  donnerons  la  méthode  dans  la  suite.  Quand  enBn 
,  tout  cela  sera  fait ,  on  aura  un  nouveau  cas ,  savoir  , 

et  après  cela, 

axx  +  b  =yy> 

Mettant  ensuite  ce  nouveau  cas  à  la  place  du  précédent , 
qu'on  avai^  regardé  comme  connu  ;  c'est-à-dire ,  écrivant  ng 
+  mfàu  lieu  de^*,  et  ma;  -f-  naf  an  Heu  de  ^,  on  aura  pour  x 
et  y  de  nouvelles  valeurs  ,  par  lesquelles ,  si  on  les  substitue 
à  X  et  à.y  j  on  en  trouve  ensuite  d'autres,  nouvelles  ,  et  ainsi 
de  suite  aussi  loin  qu'on  voudra  ;  desorte  qu'au  moyen  d'un 
seul  cas  qu'on  connaissait  d'abord,  on  en  détermine  après  ceU 
une  infinité  d'autres. 

85.  La  manière  dont  nous  sommes  parvenus  à  cette  solution 
était  assez  embarrassée,  et  pai*ais^ait  d'abord  nous  éloigner 
de  notre Jbujt.,  puisqu'elle  nous  avait  conduits  à  des  fractions 
compliquées  qu'un  hasard  heureux  a  seul  pu  réduire  ;  il  sera 
donc  à  propos  d'indiquer  une  voie  plus  courte  ,  pour  arriver 
i  la  nit  me  solution.  '  ^ 

86.  Puisqu'il  faut  que        .\ 

axx  -f-  b  :==yy ,  ,. 

«t  ^ue  Ton  a  déjà  trouvé 

*    ■ 


I 

V 
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la  première  équation  nous  donne 

m 

ë 

et  la  seconde  donne 

parconséquent  il  faut  aussi  que 

yy—axx=gs—aff, 

et  tout  se  réduit  maintenant  à  déterminer  les  inconnues  x  tty 
par  le  moyen  des  quantités  connues  y*  et  g.  On  voit  que  pour 
cet  effet  on  pourrait  faire  simplement  x  r=if  et  y=zg\  mais    , 
on  reronnait  aussi  que  cette  supposition  ne  fournirait  pa9  un  cai 
autre  que  celui  qu'on  connaissait  d'avance.  , 

Ainsi  nous  supposerons  qu'on  ait  déjà  trouvé  pour  n  xuk, 
nombre  tel  que  ann  -j-  i  soit  un  carré ,  ou  bien  qu« 

ann  +  i  =  mm  ; 

cela  posé^  nous  avons 

m)rn  —  nnn  =  i  ; 

«t  en  multipliant  par  cettp  équation  la  dernière  que  nous  avions 
ci-dessus,  nous  trouvons  aussi  que 

yy  —  axx  =  {gg  —  off)  (  Tum  —  ann  )  =:  ggnvm  —  qffmm 
—  ag^nn  -j-  aaffnn. 

Supposons  à  présent 

y=gm  +  afn, 

nous  aurons,  après  les  réductions, 


I  • 


ggmm  -f-  aafgmn  +  aaffnn  —  axx'=z ggmm-^ affnm 
—  ^SS^^  +  aaffnn , 
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iesorte  qu*3  reste 

axx  =  affmm  -f-  aggnn  +  ^ofgmn  ; 

tr  cette  formule  est  évidemment  un  carré ,  et  donne 

x=fm+gn: 

ainsi  nous  avons  trouvé  pour  a:  et^  les  mêmes  formules  que 
d-dessus. 

87.  Il  sera  nécessaire  maintenant  de  rendre  cette  solution 
[rfns  claire  ,  en  l'appliquant  à  quelques  exemples. 
Première  question.  Trouver  pour  x  toutes  les  valeurs  en 
[  nombres  entiers ,  telles  que  zxx  —  1  devienne  un  carré ,  ou 
qa'on  ait 

2XX  —  1  =yy' 

Nous  avons  ici  a  =  â  et  i  =  —  1 ,  et  il  se  présente  aussitôt 
un  cas  satisfaisant ,  qui  est  celui  où  x=i  et  y  =  i.  Ce  cas 
connu  nous  donne  y=  1  et  g*  =  1  ;  or  il  s'agit  de  plus  de  dé- 
terminer une  valeur  de  n  ,  telle  que  nnn  -f-  1  devienne  un 
carré  mm  ;  et  on  voit  d* abord  aussi  que  ce  cas  a  lieu  quand 
»  =  a,  et  parconséquent  m  =  3  ;  ainsi  chaque  cas  connu  pour 
fetg  nous  donnant  ces  nouveaux  cas 

07  =  3/+ 2g,  ^^y  —  '5g  +  4f> 

nous  tirons  de  la  première  solution ,  fz=.  1  et  g  =  1 ,  les  nou- 
Telles  solutions  suivantes  : 


X          f          l 

5 
7 

2.9 

4' 

169,   etc. 
23q  ,    etc. 

88.  Seconde  question.  Trouver  tous  les  nombres  triangu- 
ilûres  qui  sont  en  même  temps  des  carrés. 

Soit  z  la  racine  triangulaire,  ce  sera  le  triangle  qui 

fc^ra  être  en  même  temps  un  carré ,  et  si  nous  nommon*  .c 


74  É   L  É  M   E   N  s 

la  racine  de  ce  carré,  il  faudra  que 

zz  4-  z 

Multiplions  par  8 ,  nous  aurons 

4zz  -^  ^zz=:  Sxx  ; 

et  ajoutons  encore  i  de  chaque  côté,  pour  avoir 

4zz  +  4^^  +  I  =  (  22i  +  1  )'*  =  Sxx  -{-  1, 

Ainsi  la  question  e^t  de  faire  ensorte  que  Sxx  -f"  i  dcyiei] 
un  carré  ;  car  si  Ton  trouve 


on  aura 


Sxx  +  i=yy, 

y  =  2z+i, 
et  conséquemment  la  racine  triangulaire  cherchée  , 


Or  nous  avons  a  =  S  et  6  ==  i ,  et  un  cas  satisfaisant 
présente  sur-le-champ ,  savoir  y:=  o  et  g=:i,  Otk  voit 
plus  que 

Snn  -f-  1  =  fnm , 


en  faisant  7i=  i    et  m  =  3  ;  donc 

^  =  -f+S  et  j.^3^  +  8/; 

y  -  1 


et  puisque 


nous  aurons  les  solutions  suivantes  : 


--  / 

— 

C 

1 

6 

o5 

Qo4 

ii<\9. 

etc. 

y-  s 

1 

3 

>7 

9.9 

577 

3j63, 

etc. 

__j— i 

— 

C 

1 

8 

<9 

«88 

iGf^i  , 

e^c. 

H                r^ 

.. 

1 
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89.  Troisième  question.  Trouver  tous  les  nombres  penta- 
}Qes,  qui  sont  en  même  temps  des  carrés. 

Que  la  racine  soit  z,  le  pentagone  sera  = -,  que 

[sous  égalerons  au  carré  xx  ;  ainsi 

5zz  —  a  =:  Qxx  ; 

multipliant  par  13  et  ajoutant  Tunité,  nous  avons 

362a—  12Z+  1  =a4xx^  1  =(6z—  1)''; 
<t  faisant 

il  faudra  que 


24xx  -f  1  =yy , 


y  -f-  1 
y=z6z  —  1 ,  et  z  ='^— ë — • 

Puisqu*ici  a=!i4etbz=i ,  on  connaît  le  cas/'=o  et gf  =  1  ; 
et  comme  il  faut  que 

ti4^n  +  1  =  7nm , 

m  fera  /i  =  1 ,  ce  qui  donne  7»  =  5  ;  ainsi  on  aura 

X  =  Sf+g  etyz=:5g  +  Q4f; 

6     ' 
[ue  Ton  peut  écrire 

y:=:i—6z', 
e  là  résultent  enfin  les  solutions  suivantes  : 


t  non-seulement  zn^-^— ^: — ,  mais  aussi 


1  —  y 
1  z  =     •    ^  ,  parce- 


1     a;_   f     =0 

y—  g  — 1 

6         ^ 
i-y 

1 

5 
1 

t 
a 

10 

49 

a  5 

—  8 

.9;) 
485 

81 

fl4a 
8 

980  etc. 
4801  etc. 

—  800 ,  etc. 

yi  ÉLÉMENS 

90.  Quatrième  question.  Trouver  tous  les  carrés  en  nom 
entiers ,  qui ,  pris  sept  fois  et  augmentés  de  a  ^  redeyien 
des  carrés. 

On  demande  parconséquent  que 

où  a  =  7  et  i  =  2;  et  le  cas  connu  ,  savoir  x=:i]  i 
perçoit  aussitôt  ;  desorte  que 

x:=f=i,  et^  =  g  =  3. 
Si  Ton  considère  ensuite  l'équation 

ynn  "^  1  ^z:  ttith  ,' 
en  trouve  facilement  aussi  que  7i  =  3  et  m=:8;  done 

^  =  8/+%  ety  =  8g'  +  2i/, 
et  on  aura  les  solutions  qui  suivent  : 

xz=f=:i 


17 
45 


271 
717,  etc. 


yr=g  =  5 

91.  Cinquième  question.  Trouver  tous  les  nombres  1 
gulaires,  qui  sont  en  même  temps  pentagones. 

Que  la  racine  du  triangle  soit  =  p  et  celle  du  penti 
=  9,  il  faudra  que 

pp^p       3qq  —  q 

aL.—JL  —  JLL—l^  ou  Zqq  —  q^pp^pi 

qu'on  cherche  q ,  on  aura  d'abord 


et  de  là 


ou 


<7<7  =  i9  +  2L±^. 
1  rh  ^  \Q.pp  +  i2p  -f-  ï 
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Farconséquent  il  s'agit  de  faire  ensorte  que  1  app  +  1  sp  +  1 
deidenne  un  carré,  et  même  en  nombres  entiers.  Or  comm» 
3  7  a  ici  un  terme  moyen  i2p,  on  commencera  par  fair» 

p= ,  hypothèse  qui  donnera 

i2pp  =  3xa:  — Gj:-f-3  et  iap=:6x  — G; 

parconséquent 

iQpp  +  1 2/?  + 1  =  5xx  —  2  ; 

c'est  cette  dernière  quantité  présentement  qu'il  est  question 
de  transformer  en  un  carré. 

Si  donc  on  fait 
on  aura 

ainsi  tout  dépend  de  la  formule 

«t  on  a  ici 

a^=z5    et&=  —  a; 

et  de  plus  tm  cas  connu 

x=r=/=i    et  y=g=:i; 

enfin  dans  l'équation 

mm  =:  3/171  +  1  , 
en  a 

71=1    et   77i=a; 

donc  on  trotive,  tant  pour  x  et  j^  que  pour  p  et  qf ,  les  yaleurs 
nivantes  : 

D'abord 

.«  =  a/+g',  ety  =  a^  +  3/. 


7? 
ensuite 
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x-f- 1 

— r 

11 

4^1 

y—ë—'' 

5 

1.9 

7^1 

p  —  o 

1 

5 

ac| 

<7  =  i 

I 

t  o 

12| 

ou  a        ô 

^r- 

—  3 

a 

92.  Jusqu'à  présent ,  quand  la  formule  proposée  conten 
second  terme,  nous  étions  obligés  de  le  retrancher  ;  m; 
pendant  il  est  possible  d'appliquer  la  méthode  que  noi 
nons  de  donner,  sans  faire  disparaître  ce  second  terme; 
allons  encore  en  expliquer  la  manière. 

Soit  axx  -^bx  ^  c  la  formule  proposée  qui  doit  et 
carré ,  ou  ^=^yy ,  et  qu'on  connaisse  déjà  le  cas 

Si  on  soustrait  cette  équation  de  la  première,  on  au 

a(xx—ff)  +  b  ^X-^f)=yy—gg, 

ce  qu'on  peut  exprimer  par  des  facteurs  comme  il  suit 

ix^f)  (^ax  +af+  i)  =  (j  —  g  )  iy  +  g). 
Qu'on  multiplie  de  part  et  d'autre  par  j)q ,  on  aura 

et  on  décomposera  cette  équation  en  ces  deux  : 

jo.  p{x—f)  =  q  (y— g)  ;  2^  q  (ûx  +  af+  J)  =:p  (y  . 

Multipliant  maintenant  la  première  par  p ,  et  la  seconde  p 
et  soustrayant  le  premier  produit  du  second ,  on  obtieni 

{aqq—pp)x  +  {aqq  +  pp)f+  bqq  =  agpq , 
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|lê  qni  donne 


bnq 


aqq  —  pp         açqf  —  pp  aqq  —  pp 


Mais  la  première  équation  est 


bqq 


41081 


.aqq^pp       aqq-- pp       aqq 
^       °        GÇ^ — pp       aqq — ^pp       aqq — pp 


S!LJ\. 


tt  parconséquent 


fiQJpq 


(^^9  +  PP\    ,  _  ^m 
^        °  \aqQ  —  ppj       aqq  — 


hpq 


aqq  —  ppy       aqq  —  p/7       a^</  —  pp 

Il  s'agît  ici  de  chasser  les  fractions  ;  faisons  pour  cet  effet, 
comme  ci-devant. 


^!lSj±IP\^m,et 


aqq  —  ppl 


^pq     _ 

aqq  —  pp 


n 


et  nous  aurons 

m  +  1 

donc 


_     gg?<y 


cr^ 


m  +  i 


aqq  —  pp     aqq  —  pp 


2a 


x^ng-^mf—  '    ^^  -^,  y  =  ms  —  naf  —  ^  bn, 

où  les' lettres  m  et  n  doivent  être  telles,  ainsi  qu'auparavant, 
que  mtn  =  ann  +  i . 

gS.  Les  formules  que  nous  venons  de  trouver  pour  or  et  pour 
y ,  sont  encore  mêlées  avec  des  fractions  ,  puisqu'il  y  en  a  dans 
les  termes  qui  renferment  la  lettre  b\  et  cela  fait  qu'elles  ne 
répondent  pas  à  notre  but.  Mais  il  faut  remarquer  que  si 
lift  ces  valeurs  on  passe  aux  suivantes ,  on  trouve  constamment 


/- 
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des  Hombres  entiers  qu'à  la  vérité  on  eût  trouvés  beaucc 
plus  facilement  par  le  moyen  des  nombres  p  et  q  qn%  m 
avions  introduits  dès  le  commencement.  £n  effet ,  qu 
prenne  p  et  9 ,  de  façon  que  ppz=:aqq  +  1 ,  on  aura 

aqq—ppz=^  —  i, 

çt  les  fractions  disparaîtront.  Car  alors 

x=—  ngpq  +f{^aqq+pp)  +  hqq, 
et  y  =  —g{aqq  +pp)  +'2afpq  +  bpq  ; 

mais  comme  dans  le  cas  connu 

on  ne  rencontre  que  la  seconde  puissance  de  g,  il  est  in< 
férent  quel  signe  Ton  donne  à  cette  lettre  ;  qu  on  écrive  d< 
—  g  au  lieu  de  +  g"  *  on  aura  les  formules 

x  =  Qgpq  +  f{aqq+pp  ) +bqq , 
«t  y=g(<^9^  +  PP)  +  ^ofpq  +bpq, 

et  on  sera  assuré  maintenant  que 

aa:x  +  bx  +  c=yy, 

Qu*on  cherche,  par  exemple,  les  nombres  hexagones 
sont  aussi  des  carrés. 

Il  faudra  que  20:0:—  x=yy ,  où  a=  2,  6  =—  1  et  c= 
et  le  cas  connu  sera  évidemment 

x=f=i   et  y:=:g~i. 

I 

De  plus  ,  pour  que  pp  =  2qq  +  1 ,  il  faut  que  7  =  2 

p  =  3  ;  ainsi  l'on  aura 

a:  =  i2g+i7/— 4,  et  j^  =  i7g  +  24/-.6, 
â*où  résultent  les  valeurs  qui  suivent  :  > 
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8l 


25 

35 


841  ,etc. 
1 1 83 ,  etc. 


j|4-  Arrêtons-nous  encore  à  notre  première  formule  où  le 
second  terme  manquait,  et  examinons  les  cas  qui  font  de  la 
fomiule  axx  •+■  ^  un  carré  en  nombres  entiers. 

Soit  donc 

axx  +  b  =yyf 

et  il  s'agira  de  remplir  deux  conditions  : 

1°.  Qu'on  connaisse  un  cas  où  cette  équation  ait  lieu,  et 
nous  supposerons  ce  cas  exprimé  par  T équation 

fl*.  Qu'on  connaisse  des  valeurs  de  m  et  de  n ,  telles  que 

mm  =  ann  +  1  , 

Ce  que  nous  enseignerons  à  trouver  dans  le  chapitre  suivant. 
De  là  résulte  un  nouveau  cas  ,  savoir, 

x  =  ng+-mf,  ety  —  mg  +  anf, 

qui  conduit  ensuite  à  d'autres  cas  pareils  que  nous  représen- 
terons de  la  manière  suivante  : 


y=ë 


A 
P 


B 
Q 


c 

R 


D\  E  ,  etc. 
S  I  T,  etc. 


oU  A^ng^^mfxS^nP-ifmA    C=znQ-^mB   />=  n/2 -f-mC,  ete. 
et    P=±Tng'^anf\Q=3imP'^nA  Rr^^mQ-hanB  S  ^^mR^- an  C,  etc. 

et  ces  deux  suites  de  nombres  se  continuent   très-aisément 
aussi  loin  qu'on  veut. 

36.  On  remarquera  cependant  qu'il  n*est  pas  possible  ici  de 
continuer  la  suite  supérieure  pour  x ,  sans  avoir  rinféricur* 
a.  F 
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80U3  les  yeux;  mais  il  est  facile  de  lever  cet  inconvénient  et 
de  donner  une  règle  non-seulement  pour  trouver  la  suite  su- 
périeure ,  sans  connaître  rinferieure ,  mais  aussi  pour  déter- 
miner celle-ci  sans  le  secours  de  Taiitre. 

Il  faut  observer  que  les  nombres  qu'on  peut  substituer 
à  X  suivent  une  certaine  progression  ,  telle  que  chaque 
terme  comme,  par  exemple  E y  peut  se  déterminer  par  les 
deux  termes  prcédens  C  et  D  y  sans  que  l'on  soit  obligé  de 
recourir  aux  termes  inférieurs  R  et  5.  En  effet ,  puisque 

E  =  nS  +  mD=:n(mR+  anC)  +  m  ( /i/l  -f  mC) 
=  amnR  +  annC  +  nimC  , 

et  que  nR  =zD  -^  mC  , 

on  trouve 

E  =  2mZ>  —  mmC  -f-  annC  , 

ou  jB  =  amD  —  (mm  —  ann^C , 

ou  enfin  E  =  2mD  —  C  ; 

à  cause  de 

mm  =  ann  +  i     et  de     mm  —  ann  =  i . 

On  voit  donc  clairement  comment  chaque  terme  se  déter--' 
mine  par  les  deux  qui  le  précédent. 

Il  en  est  de  même  à  Tégard  de  la  suite  inférieure  ;  car  puisque 

T=mS  +  anD,  et  D  =  nR  +  mC, 
on  a 

T=  mS  +  annR  +  amnC. 

De  plus,  S  =  mR  +  anC ^ 

ainsi  anC  =  S  ~-  mR  ; 

€t  si  Ton  substitue  cette  valeur  de  anC,  il  vient 

r=am5  — /l, 


D  '  A  .L  G   £   B   R   E.  83 

ee  qui  prouve  que  la  progression  inférieure  suit  la  même  loi 
que  la  progression  supérieure. 

Qu'on  cherche ,  par  exemple  ^  tous  les  nombres  entiers  x , 
tels  que 

axx  —  1  ^=^yy* 

On  aura  d'abord  yr=  i^'et  §"=  i  ;  ensuite 

Tïltn  =  2/l7t  -f-  1  j 

si  71  =:  a  et  m  =  3.  Donc  y  puisque 

les  deux  premiers  termes  seront  i  et  5^  et  on  trouvera  tous  les 
fuivans  par  la  formule 

£  =  GZ>  — C; 

c*est-à-dire  que  chaque  terme  pris  six  fois  et  diminué  du 
terme  précédent ,  donne  le  terme  suivant.  Il  suit  de  là  que 
.   les  nombres  x  que  nous  cherchons  ,  formeront  la  suite  qu'on 
voit  ici  ; 

1,   5,  ag,  iGg,  gSS,  6741,  etc. 

On  peut  continuer  cette  progression  aussi  loin  qu'on  voudra, 
tt  si  Ton  voulait  y  introduire  aussi  des  termes  fractionnaires , 
on  en  trouverait  une  infinité  pa^  la  méthode  que  nous  avon« 
donnée  plus  haut. 
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CHAPITRE    VIL 

D^une   Méthode    particulière   par   laquelle    la 
formule  ann  -f-  i  déifient  un  carré  en  nombres 

entier  s  m 


gG.  vJE  que  nous  avons  enseigné  dans  le  chapitre , précédent^ 
ne  peut  s'exécuter  d'une  manière  complète ,  à  moins  qa'on 
ne  soit  en  état  d'assigner  pour  un  nombre  quelconque  a  un 
nombre  n  \  tel  que  ann  -f- 1  devienne  un  carré  »  ou  qu*on  ait 

Tmn  =  ann  -f-  i . 

Si  on  voulait  se  contenter  de  nombres  fractionnaires.,  cette 
équation  serait  facile  à  résoudre,  vu  qu*on  n'aur^t  qu'à  faire 

car,  dans  cette  supposition,  on  a 

mm  =  1  H -4 =  ann  +  i ,    ^ 

où  Ton  peut  retrancher  i  de  part  et  d'autre ,  et  diviser  ensuite 
les  autres  termes  parn,  desorte  que  multipliant  de  plus  par^f , 
on  obtient 

Qpq  -]-  npp  ==  onqq, 


~\ 


et  cette  équation  donnant  zi  = i-^ — ,  fournirait  une  in£- 

aqq  —  pp 
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nité  de  valeurs  de  n.  Mais  comme  n  doit  être  un  nombre  entier, 
cette  méthode  n'est  d'aucune  utilité ,  et  il  faut  en  employer 
une  autre  pour  arriver  à  ce  but. 

97.  Nous  devons  commencer  par  remarquer  que  si  on  voulait 
que  ann  +  1  fût  un  carré  en  nombres  entiers  pour  une  valeur 
quelconque  de  a,  on  exigerait  une  chose  qui  n'est  pas  toujours 
possible. 

Car  d'abord  il  faut  exclure  tous  les. cas  ou  a  serait  un  nombre 
négatif;  ensuite  il  faut  exclure  aussi  ceux  où  a  serait  lui-même 
un  carré  ,  parcequ'alors  ann  serait  un  carré ,  et  qu'aucun  carré 
augmenté  de  l'unité,  ne  peut  redevenir  un  carré  en  nombres 
entiers.  Nous  sommes  obligés  parconséquent  de  restreindre 
notre  formule  aux  cas  où  a  n'est  ni  négatif  ni  un  carré  ; 
mais  au  reste  toutes  les  fois  que  a  est  un  nombre  positif  sans 
être  un  carré ,  il  sera  possible  de  trouver  pour  ti  un  nombre 
entier  tel  que  ann  -j-  i  devienne  un  carré.  Quand  on  aura 
trouvé  une  telle  valeur ,  il  sera  aisé ,  d'après  le  chapitre  pré- 
cédent d'en  déduire  un  nombre  infini  de  semblables  ;  mais 
il  sui&t  pour  notre  dessein  d'en  connaître  une  seule  ,  et  même 
la  plus  petite,  et  c'est  ce  qu'un  savant  anglais,  nommé  Pell ^ 
nous  a  appris  à  trouver  par  une  méthode  ingénieuse  que  nous 
allons  expliquer. 

98.  Cette  méthode  n'est  pas  de  nature  à  pouvoir  être  em- 
ployée généralement  pour  un  nombre  a  quelconque  ;  elle  n'est 
applicable  que  dans  un  cas  particulier. 

Ainsi  nous  commencerons  par  les  cas  les  plus  faciles ,  et 
nous  chercherons  d'abord  pour  n  un  nombre  tel  que  nnn  +  i 

•oit  un  carré,  ou  que  V^an/i-f- 1  devienne  rationnel. 

On  voit  aussitôt  quç  cette  racine  carrée  devient  plus  grande 
que  n ,  et  cependant  plus  petite  que  a/i.  Si  donc  nous  ex{/rimons 
cette  racine  par  n  +  p  ,  il  est  sûr  que  p  est  moindre  que  n\ 
€t  nous  aurons 

*  y/ann  +  1  =  n  -f-  p  , 

3 
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ensuite 

SLnn  +  1  =  fi/i  +  anp  +  pp  ; 

donc* 

nn^zQnp 'i-pp'^i ,  et  7iz=:p+  k  ^PP — ** 

Tout  se  réduit  parconséquent  à  ce  que  zpp  —  i  soit  un  carré 
or  ce  cas  a  lieu  si  p  =  i  ,  et  il  donne 

n  =  2  et    1/2/1/1  +  1=3.  ^ 

Si  on  n'avait   pas  fait  cette  remarque   on  serait  allé  ph 

loin ,  et  puisque  [/app  —  1  > p  >  et  parconséquent  n'^  ap 
il  aurait  fallu  supposer  n=:zzp  -^  q-,  on  aurait  donc  eu 

2;'  +  9=P+  V^^PP—  î>  ou  p  +  ^  =  V^app  —  1  ^ 
et  en  carrant,  ^ 

pp  +  ^pg  +  (i<i  =  ^PP  —  1  ; 

ainsi  pp  =  ap^  +  fl?  +  1  > 

ce  qui  aurait  donné 

P  =  (I+  V^qq  +  1  ; 

desorte  qu'il  eût  ftllu  que  Q.qq  +  1  fût  un  carré  ;  et  comn 
ce  cas  a  lieu  pour  ^  =  0,  on  aurait  eu  p  =:  1  et  /i  =  î 
comme  auparavant.  Cet  exemple  svifiît  pour  donner  une  id« 
de  la  méthode,  mais  cette  idée  deviendra  encore  plus  net 
par  ce  qui  va  suivre. 

99.  Soit  à  présent   a  =  3,   c'est-à-dire  qu'il   s'agisse   ( 
transformer  en  un  carré  la  formule  Znn  +  i .  On  fera 

y'5nn  -j-  1  =  /i  -f-  p  , 
ce  qui  donne 

5nn  + i=:nn  +  2np+pp,  et  2nnz:=z!inp -^^pp  —  1^ 
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d'où  Ton  tir© 

_p  4-  \/5pp  —  fl 


n 

Si 


Maintenant,  puisque  \/3pp  —  22  surpasse  p,  et  que  parcoa« 
re .  «équent  n  est  plus  grand  que  -^  ou  que  p ,  qu'on  suppose 

n=p  +  q, 
et  on  aura 

fip-tnq^p+y^Spp — â,  ou  p  4-  ^7=  ySpp  —  a  ; 
ensuite^  en  carrant, 

desorte  que 

^PP  =  4pq  +  ^qq+^>  ou  pp  =  ^pq  +  <xqq  +  iî 

et  P  =  9+ V^3qfqf  +  1. 

Or  cette  formule  est  semblable  à  la  proposée  ;  ainsi  on  peut 
'■    faire  7  =  0,  et  on  obtient  /j  =  1  et  n  ==  1  ;  desorte  que 

yZnn  -j-  1  =  2. 

loo.  Soit  a  =  5,  afin  qu'on  ait  à  faire  un  carré  de  la  for- 
mule 5/zn  -f"  ^  >  dont  la  racine  est  plus  grande  que  sin  \  on 
supposera 


^5nn^  i  z=an+p^  ou  5/i/i4- 1  =  4'*'*  +  4^9^  +  PP *. 
ainsi  on  aura 

=  4np  +  PP  —  i>   et  7i=2p+  l/5/3p  —  1 


7zn 


Or  ^^5ipp  —  1  >  flp ,  d'où  résulte  /i  >  4p  ;    c'est   p(wrquoi 

4 
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on  fera 

n.z=4p+q, 
ce  qui  donne  L^ 

d'où  résulte 

4pp  +  4pg  +  qq  =  5pp—i  y  et  pp  —  4pq  +  qq  +  i^ 

de  manière  que 

p==27+  \/5qq  +  1  ; 

et. comme  c7  =  o  satisfait  à  cette  équation  ,  on  aura  pî=i 
et  n  =  4  ',  donc 

y5nn  -}-   1  =  g. 

101.  Supposons  à  présent  a  =  S  ,  pour  avoir  à  traiter  U 
formule  6nn  +  i  dont  la  ra<"ine  est  pareillement  comprii* 
entre  zn  et  3/i.  Nous  ferons  donc 

{^Gnn  -}-  1  =  271  -f-  P  > 
et  nous  aurons 

G7m-(»-i=4'^7i  +  4'V^+PP>  ^^  27i7ir=47ip+pp  — 1> 

et  de  là  

,    V/6pp  — a     Qp  +  \/Gpp  —  Q^ 

n  =  p  -f-  —  >  ou  fi  r=: '  • 

^2  a 

ainsi  n'^  ap. 

Si,   d'après  cela,  nous  faisons 

71  =  2/7  +  (/  , 

nous  avons 


4p  +  2</  =  2p  +  v/6/7p  —  2  ,  ou  2p  +  27  =  V^Gpp  —  a; 
les  carrés  sont 

4flp  +  8p9  +  4fl7  =  6pp  — «; 

amsi 

app— 8p9+47?  +  a,  et  pp=:4pq  +  fiqq  +  i, 
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^ 


wfin  p=r  9</  -+-  V  0</i/  +  1  ; 

cette  formule  ressemblant  à  la  première  ^  on  a 

^  =  0; 

donc 

p  =  1 ,  71  =  a  et  y6nn  -f-  1  =  5, 

103.  Allons  plus  loin  ,   et  soit 

a  =  7  et  jnn  -f-  1  =  mm , 

«n  voit  que  m  >•  2;i  ;  qu'on  fasse  donc 

m  =  271  +  p, 
et  on  aura 

jnn+ i  ^z^n-^-^p-^pp^  ou  Stiti  =  4"P  +  PP •" ï  1' 
ce  qui  donne 


^  _ 2p+  VlPP  —  ^ 


Présentement ,  puisque  »  >•  |p,  et  parconséquent  plus  grand 
que  p,  qu'on  fasse 

on  aura 

p  +  Zq^\/jpp  —  Z, 

et  passant  aux  carrés  , 

pp  +  6pq-+-s99  =  7PP'-^l 

ainsi 

6pp  =  6p7 +  977  +  3,  ou  2pp=ap7  +  377  +  i, 
d'où  l'on  tire 

q+\/7qq  +  !i 
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Or  on  a  ici  p  >  — ,  et  parconséquent  p  >  ^ ,  ainii  on  ftil 

?  =  ?+'-> 
et  1  on  aura  

^  +  ar==  ï/t^THM; 
de  là  les  carrés 

ensuite 

697  =  4</r+4'^— fl,  on  377  =  a7r  +  arr— i; 

•t  enfin 

r  +  v5^=3 
9- 3 

On  continuera;  à  cause  de  q'^r,  en  supposant 

q  =  r  +  s  , 
et  on  aura  

ensuite 

4rr+iar5  +  9'y^  =  7rr — 3,  ou  3rr=  iaw  +  9W+5> 

ou  

rr=4'''y  +  3j^+ 1,     et    r=25+ V^7J5+ i. 

Or  cette  formule  est  pareille  à  la  première  ;  ainsi  en  faisant 
5  =  G ,  on  obtiendra  r=  i ,  q=.  i,p  =  aet7i  =  3oum=8. 

Mais  ce  calcul  peut  s'abréger  considérablement  de  la  ma- 
nière qui  suit ,  et  qu'on  peut  employer  aussi  dans  d*autres  cas. 

De  ce  que  jnn  -j-  i  =  mm ,  il  suit  que  m  <  3». 

Qu'on  suppose  donc 

771  :z;  on  —  p ,  ^ 

on  aura 

771/1  +  1=97171— 6p;i+pp,  ou  a/îTi ;:=:  Stij:^  — pp  +  *  * 


M 


D'  A   L  G  £  B  R  E.  9I 

i'ovL  Ton  tire  

^P'+'V^7PP  +  ^. 


ainsi  »  <  3p  ;  par  cette  raison  on  écrira 

71  =  3p  —  a^ , 
et,  prenant  les  carrés ,  on  aura 

ou         zpp=i2pq  —  4^q'^Q,   et  pprzzGpq-^aqq  + 1  ^ 

d'où  résulte  

p  =  3q+  1^77?+  1- 

Or  on  peut  d'abord  faire  ici  7  =  0,  et  on  trouvera  p  =  1  ; 
71  =  3  et  7n  =  8,  comme  auparavant. 

io3.  Que  a  =  8,  ensorte  que  8/1/1 -f-  1  =  m/n  et  m'^5n^ 
il  faudra  faire 

7/1=    '^U'^^P  y 

et  on  aura 

8/1/1  +  1  =  g/i/i  —  6/1/?  -i-pp  i  ou  Ti/t  =  G/q^  — pp  +  1  > 

d*où  résulte  

ji  =  3p  4"  [/Spp  -}-  1  ; 

et  cette  formule  étant  déjà  semblable  à  la  proposée ,  on  peut 
faire  p  =  o,  ce  qui  donne  /t  =:  1   et  /îi  =  3. 

104.  On  procédera  toujours  de  la  même  manière  pour  tout 
autre  nombre  a ,  pourvu  qu*il  soit  positif  et  non  un  carré ,  et 
on  arrivera  toujours  à  la  fin  à  une  quantité  radicale,  comme 

^att  -+-  1 ,  qui  sera  semblable  à  la  première  ou  à  la  proposée^ 
et  on  n'aura  alors  qu'à  supposer  t  —  o  ;  car  Firrationnalité  dis- 
paraîtra ,  et  en  retournant  sur  ses  pas ,  on  trouvera  pour  n 
nécessairement  une  valeur  telle  que  ann  +  1  soit  un  carré. 
On  arrive  quelquefois  assez  vite  au  but ,  mais  souvent  aussi 
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on  est  obligé  de  passer  par  un  assez  grand  nombre  d'opéra- 
tions ',  cela  dépend  de  la  nature  du  nombre  a ,  mais  sans  qu'on 
ait  des  caractères  d*après  lesquels  on  puisse  estimer  le  nombre 
des  opérations  à  faire.  Le  procédé  n'est  jamais  bien  lonf! 
jusqu'à  i3,  mais  lorsque  a  =  i3,  le  calcul  devient  beaucoup  ►^ 
plus  prolixe ,  et ,  par  cette  raison ,  il  sera  bon  de  développer  j 
ici  ce  cas. 

io5.  Soit  donc  a=i3,  et  qu'on  doive  trouver 

i3n/i+  1  =7nm. 

Comme  mm^gnn,  et  parconséquent  m  >3/i,  on  supposera 

m  =  3/1  +  p , 
et  on  aura 

i3/i/i -}- 1  =97171 -f-G/ip+pp,  ou  4^71  =  6np -f- PP  "^  *  * 


ce  qui  indique  que  7t>|p,  et  à  plus  forte  raison  plus  grand 
que  p.  Qu'on  fasse  donc 

on  aura 

P  +  4q=  V^iSpp  — 4; 
en  carrant, 

.  i3pp  — 4=PP  +  8/x7+ïSi79; 

amsi 

i2pp  =  8/?^-f  1677  +  4,  ou  3pp  =  2p7  +  477  +  i, 
et  „_l±l/J%T^ 

Ici  p  >  — = — i  j  OU  p>- 7  ;  on  continuera  donc  par 

P=f+r, 
et  on  aura 

aq  +  3r=  {/i5qq  +  5^ 
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ensuite 

i3qq  +3=4qq  +  if^qr+Qrj: ,  ou  977=  la^r+grr— 3, 

ou  3qq  =  47''  +  5rr  —  1 , 

ce  qui  donne 

2r-f  V^i3rr— 3 
;  ^  = 3 -• 

Présentement,  puisque  ç  >> — ^^^ — ,  ou  9>r,  on  fera 

q  =  r  +  s, 
et  on  aura  ' 

r  +  3f  =  $/i3n— 3; 
«t  ensuite 

i3iT — 3=:rr+ 6rj  +  g5;f,  ou  i2rr  =  6w +9J*  +  5, 

Q»  4'*''  =  û^*^  +  Sks^  +  ^  > 

tfoù  Ton  tire 

s-^y/i^ss  +  A 

^= 4 • 

s-u3s 
Mais  r  >  — 7 —  et  plus  grand  que  s ,  soit  don» 

4 

et  nous  aurons 

Zs+ 4t:=aiy  l'dss  +  4 ^^  i3jj  +  4  =  9^  +  ^4^^+  16^^; 
ainsi      4**=^^4^^+ iSf^  —  4>  et  5^  =  6t5  +  4^^ — 1; 

fonc  s=z3t+  \/i3u—i. 

Ici  nous  avons  ^^S^  +  Sf,  bu  que  St;  il  faudra  donc  fair« 


ainsi 


3*  +  ii  =  V'i3«— 1,  et  i3tf—i=9«+6to  4.1*11; 
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après  cela 

^t  =  Çtu  +  uu  -f-  1  ; 

enfin  t  =  —  / -^-^*  où  t  > y  et  >  ». 

Si  donc  on  fait 
on  aura 

donc 


v-|-V^i3i/v  —  3  ^  4*^  ^ 

enfin        u  = = ,  ou  u  >  -^,  ou  a  >  v. 

Faisons  en  conséquence 

et  nous  aurons 

^v-^-Zx^rz  \/i5vv  —  3,  et  i5uu  —  3 ^=: 4^v -j^  i^vx '^ gxx 

ou     9Vi/=  12VX  +  9^^+3,  ou  3vi;  =  4^x  +  3a;x  +  i  , 

Qx+\/\5xx  +  5 
et  v_  g  , 

desorte  que  v  ^  |  x  et  >•  ar. 

Supposons  donc 

v:=zx  +  y, 
et  nous  aurons 

ac+Sy  =V^i3a:a;-f-3,  et  i3a:x  +  3=:xa:  +  6:ry +  gjy; 
ou    laxo;  =  6xy  +  gjy  —  3 ,  et  4^x  =  axy  +  3yy  —  i  ; 
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n  tire  de  là  

t  parconséquent  JO^y-  Ainsi  nous  ferons 
ce  qui  nous  donne 

3y+4z=V^i3xy— 4,  et  1%  — 4=9)^ +  a4«y  +  i6^> 

donc   jry  =  6yz4-42i2i-f- 1,  et  ^  =  5z+ V^i3m -f  i  ; 

et  cette  formule  étant  enfin  semblable  à  la  première  ;  oa 
peut  prendre  z  =  o  ^  et  remonter  de  la  manière  qui  suit  : 

a  =  o 

a;  ==  jf  4-  2  =  1 

i.  =   X  +^  =  s 

u  =    V  +  a;  =  3 

^  =    M  -|-  1/  =  5 

j  =  6^  4-  u  =  33 

r  =    ^  +  «  =  38 

ç  =   r  4-  ^  =  71 

I                            p  =  9  +  r   =  109 

I                              n  =  p  4"  9   =  180 

m  =3/1  4"  P   -^  ^49' 

I    II  suit  de  là  que  1 80  est  après  o  le  plus  petit  nombre  qu'on 
[  piiisse  substituer  à  tz  ,  si  \Znn  +  1  doit  devenir  un  carré. 

\     lûS.  On  voit  suffisamment  pat  cet  exemple,  combien  ces 

f  wlculs  peuvent  devenir  prolixes.  Lorsqu'il  s'agit  de  nombres 

P'us  grands ,   on  ebt  souvent  obligé  de  passer  par  dix  fois  plus 

V  opérations  que  nous  n  en  avons  eu  à  faire  pour  le  nombre  i3; 
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Comme  on  ne  peut  guèrea  prévoir  non  plus  pour  quels nomt 
on  doit  s'atteudre  à  tant  de  longueurs  ,  il  sera  bon  de  proE 
de  la  peine  que  d'autres  ont  prise  ,  et  nous  joindror.s ,  p« 
cet  effet ,  à  ce  chapitre  une  table  où  se  trouvent  les  vale 
de  m  et  de  n  pour  tous  les  nombres  a  depuis  s  jusqu'à  i< 
afin  que  dans  les  cas  qui  peuvent  se  présenter,  on  puisse 
tirer  les  valeurs  de  m  et  de  n ,  qui  répondent  à  un  norabr 
donné. 

1 07.  Nous  rcrmarqueron»  cependant  que  ,  pour  de  certî 
nombres,  on  peut  déterminer  en  général  les  lettres  m  et/r, 
cas  sont  ceux  où  a  n'est  que  de  1  ou  de  i  plus  grand 
plus  petit  qu'un  carré  ;  il  vaudra  la  peine  de  les  dévelopj 

108.  Soit  donc  amee  —  2;  et  puisque  nous  devons  a^ 

(ce  —  a)n7i-f- 1  =m/n, 

il  est  clair  que  m  <^  e/i  ;  c'est  pourquoi  nous  ferons 

7n  =  en  —  p  ,• 
•I:  nous  aurons 

(ee— a)n7i+i=  eenn  —  Qenp  -^pp  ^ 
ou  nnn  =  Q,enp  —  pp  +  1  î 

donc  *        „  =  2J+±SEV? +>  - 

et  il  est  évident  que  si  on  fait  p  =  1 ,  cette  quantité  de\ 
rationnelle ,  et  que  nous  aurons 

n=e  et  m=r:ee  —  1. 

Soit ,  par  exemple ,  a  =  ^3 ,  désorte  que  e=  5 ,  nous  au: 

s!5nn  -|-  1  tr:^  mm , 

fi  n  =  5  et  m=  24-  La  raison  en  est  évidente  d'ailleurs  ; 
si  dans  le  cas  de  a  =  ee  —  2 ,  on  fait  /i  =  e ,  on  a 

^  ann  +  1  =  e*  —  aec  -f-  1 , 

ae  qui  est  le  carré  de  ea-^  1. 
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log.  Que  a=:ce—  1 ,  ou  d'une  unité  moindre  qu'un  carré ^ 
il  faudra  que 

(ec —  1  )  71II.+  1  r=  mm. 
On  aura ,  comme  ci-dessus  ^  m  <<  en ,  et  on  fera 

7?i  =  en  —  p  ; 
tela  posé,  on  a 

(ee  —  i)nn  +  i=  eenn'—'  Hkenp  +  pp , 
ou  nn'=zsienp — pp  +  i  ; 

n'=iep'-\~  \/eepp  —  pp  -f- 1 . 

Or  Pirrationnalité  disparaît  dans  la  supposition  de  p=:  i ,  ainsi 

n  =  2e  et  m  =  aee  —  i . 

Aussi  cela  est-il  facile  à  voir  ;  car  puisque 

26  =  n ,  et  ce  —  i  =  a, 

on  trouve 

ann  +  i  =  4^  —  4ee  +  i  , 

ou  égal  au  carré  aee —  i.  Soit,  par  exemple ,  a=24,  ou  e=5j 

on  aura 

71=  10,  et  24^^71  +  1  =240^  =  (4.9)*  (*)• 

■ 

110.  Supposons  à  présent  rt  =:  ee  +  1  ,  ou  que  a  soit  de  1 
plus  grand  qu'un  carré ,  il  faudra  que 

(ec+  i)nn  +  1  :=zmm, 


{*)  Le  signe  radical  sVvanonit  aussi  dans  ce  cas,  si  Ton  fait  p  =  o,  et 
cette  supposition  donne  incontestablement  pour  m  et  n  les  plus  petits  nombres 
possibles,  savoir  «  =  i  et  m  =  cj  c'est-à-dire  que  si  e  ==  5 ,  la  formula 
^inn  H-  I  devient  un  carre  en  faisant  /z  =:  j  ;  sera  m  =  e  ==  5. 

fi.  G 
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et  m  sera  évidemment  plus  grand  que  en',  écrivons  donc 

m  =  en  'j^  p  f 
et  nous  aurons 

(ee-f-i)ii7i-f-i=ee»ii  +  «e7i/7-4-^p,  ou  n/i=ae7ip+pj3i--i^ 

d'où  résulte  

n  =  ep  +  yeepp  -{-pp  —  1 . 

On  peut  ici  faire  p  =  1  ^  â*où  résulte  n  =  fie  ;  donc 

m  =  see4*i- 

C'est  aussi  ce  qui  devait  arriver ,  par  la  raison  que  a  étant 
=  ee -{"  1  et  n  =  fie^  on  a 

ann  -|-  1  ==  4^  +  4^e  -f-  1 , 

carré 'de  ^ee^i.  Soit^  par  exemple^  a=  17,  ensorte  que 
e  =  4>  o^  ^^^ 

17/1»  -|-  1  :=zmm, 

tn  faisant  n  =  8  et  m  =  33. 

111.  Soit  enfin  a=ee  -|-  â ,  ou  de  2  plus  grand  qu'un  nombre 
carré ,  on  aura 

(ee  +  2)  iiTi  +  I  =  mm, 
et,  comme  auparavant,  m<^en\  c'est  pourquoi  on  supposera 

m  :zs  e/i  -f-  p  , 

•t  on  aura 

eenn  +  ann  -|-  1  =  eenn  +  acnp  -f-  pp, 
ou  flnn  =  fle/ip-4-p/>— 1 , 

.   -                       ep  +  V^cepp -h  aw  —  a 
ce  qui  donne       n  =  ■  >  »  '  ^2:^ ^ 
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Qu'on  fasse  p  =  i ,  on  trouvera 

n=:e  et  jn=6e-f-i; 
et,  en  effet ^  puisque 

mï  a 

c/w»  + 1  =  e*  -f-  aee  +  i , 

me  qui  est  le  carré  de  ee  -f- 1* 

£oit^  par  exemple ,  a  =  1 1  ^  desorte  que  e=3 ,  on  trouvera. 

11IMÏ+  1  =z=  mm, 

«n  faisant  m  =  3  et  m  =310.    Veut -on  supposer  a  =  83^ 
on  aura  e  z=  g  ^  et 

837171  ^-  1  ==  m77l^ 

dans  le  cas  de  /i=:9  et  de  r?i  =  8A, 


lOO 


ÉLÉMENT 


TABLE 

Qui  indique  pour  chaque  valeur  de  a  les  plus  petits  no 

m  et  n,  tels  que  mm=ann+  i. 


y 


a 
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n 

TU 

a 

26 

n 

m 

a 

3 

10 

5i 

3 
5 

1 

2 

27 
28 

5 
24 

2G 
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4 

9 

6 

2 

5 

29 

1820 

9801 

7 

3 

8 

3o 

2 

11 

8 

10 

1 

3 

3i 

32 

273 
3 

l520 

17 

6 

"9 

11 

3 

10 

33 

4 

23 

la 

2 

7 

34 

6 

35 

i3 
•4 
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4 
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i5 

35 
37 

1 

6 

12 

73 

i5 

17 

1 

4 
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39 

6 

4 

37 

25 

8 

33 

18 

4 

17 

40 

3 

»9 

1.9 

39 

170 

41 

320 

2049 

20 

2 

9 

42 

a 

i3 

21 

12 

55 

43 

53 1 

3482 

22 

42 

197 

44 

3o 

199 

23 

5 

24 

45 

24 

161 

24 

I 

5 

46 

3588 

24555 
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67 
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93 
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68 

4 

33 

94 
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69 
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95 

4 

39 

7° 

3c 
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96 

5 

49 
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a 

17 
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10 

99 

73 
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C  H  APITRE    VII. 


De  la  manière  de  rendre- rationnelle  la  forrnuU 
irrationnelle  Va  +  bwc  +  cxx  +  dx'. 

lia.  J-iOUS  passerons  a  présenta  une  formule  où  x  monte 
a  la  troisième  puissance  ,  après  quoi  nous .  élèverons  jusqu'à  U 
quatrième  puissance  de  x  ,  quoique  ces  deux  cas  se  traitent  ' 
de  la  même  manière. 

Quil  s'agisse  donc  de  transformer  en  un  carré  la  formole 
a  +  io:  +  c.r  +  doc? ,  et  de  trouver  pour,  x  des  valeurs  en 
nombres  rationnels  qui  remplissent  cette  condition.  Comme 
cette  recherche  est  sujette  à  de  bien  plus  grandes  diffi- 
cultés que  les  précédentes,  il  faut  aussi  plus* d'art  pour  ne 
trouver  même  que  des  valeurs  fractionnaires  de  a;  ^  et  oii  est 
obligé  de  se  contenter  de  telles  valeurs  sans  prétendre  en. 
trouver  en  nombres  entiers. 

Nous  devons  remarquer  aussi  d'avance  qu'on  ne  peut  ici 
donner  une  solution  générale  comme  dans  les  cas  précédens  > 
€t  que  si  que  la  méthode  employée  ci  -  dessus  conduisait  à 
un  nombre  infini  de  solutions  à-la-fois  ,  chaque  opération 
maintenant  ne  nous  fera  connaître  qu'une  seule  valeur  de  r- 

1x3.  Comme  ,  en  traitant  de  la  formule  a  +  ^^  +  cxjCi 
nous  avons  remarqué  un  nombre  infini  de  cas  où  la  solution 
est  tout-à-fait  impossible,  on  s'imagine  bien  que  cela  a  lieu 
bien  plus  souvent  encore  pour  la  formule  présente  qui  d'ail-- 
leurs  exige  constamment  qu'on  sache  déjà ,  ou  qu'on  ait  trouvé 
une  solution.  Aussi  à  l'égard  de  la  formule  proposée,  ne  peut-- 
on  donner  des  règles  que  pour  les  cas  où  l'on  part  d'une  so-^ 


.- 
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lution  connue  pour  en  trouver  une  nouveUe  ;  par  le  moyen  de 
celle-ci,  on  peut  en  trouver  une  autre ^  et  continuer  ensuitt 
de  la  même  manière. 

Mais  il  n'arrive  pas  même  toujours  qu'une  solution  connue 
fasse  parvenir  à  une  autre  ;  au  contraire  il  y  a  bien  dés  cas  où 
il  n  y  a  qu'une  seule  solution  possible ,  et  cette  circonstance 
|.  est  d'autant  plus  remarquable  ,  que  dans  ceux  que  nous 
avons  développés  précédemment  ^  une  seule  solution  conduisait 
à  une  infinité  d'autres. 

ii4.  Nous  venons  de  dire  que  pour  que  la  formule  a-{-bx 
4"  cxx  +  da^  puisse  être  transformée  en  un  carré  ,  il  faut  né- 
cessairement présupposer  un  cas  où  cette  transformation  est 
possible.  Or  un  tel  cas  s'apperçoit  très  -  clairement ,  quand 
le  premier  terme  est  lui-même  déjà  un  carré ,  et  que  la  for- 
mule est  exprimée  ainsi  :  j5^+  ix  +  cxx  +  dx^  ;  car  elle  de- 
vient évidemment  un  carré  ^  si  a;  =  o. 

Ce  sera  donc  par  la  considération  de  cette  formule  que  nous 
entrerons  en  matière;  nous  tâcherons  de  voir  comment,  en 
partant  du  cas  connu  a:  =  o ,  on  peut  parvenir  à  quelqu'autre 
valeur  de  x,  et  nous  emploierons  pour  cet  effet  deux  méthode» 
différentes  que  nous  expliquerons  successivement  :  il  sera  bon 
de  commencer  par  des  cas  particuliers. 

11 5.  Soit  donc  proposée  la  formule  i-f-  ûx — xx^j^à?,  quj 
doiye  devenir  un  carré.  Comme  ici  le  premier  terme  est  un  carré, 
on  adoptera  pour  la  racine  cherchée  une  quantité  telle  que  les 
deux  premiers  termes  s'évanouissent.  Soit ,  pour  cet  effet,  i  -f-  a? 
la  racine  dont  le  carré  doit  équivaloir  à  notre  formule  :  on 
aura 

1  +2X  — xx  +  a:^=i-|-aa?-f"^^*^> 

où  les  deux  premiers  termes  se  détruisent,  desorte  que  l'oA 
aj'équation 

a:a;  =  — xx4-^>  ou  a?:=2xx, 

4 
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qui ,  divisée  par  xx ,  donne  a:  =  2  ;  ainsi  la  formule  devient 

1+4  —  4+8  =  9. 

De  même ,  pour  faire  un  carré  de  la  formule  4  +  6j:  —  ^X3> 
+  Zx^y  on  supposera  d*abord  sa  racine  =a  +  7ix,  et  on  déter-? 
minera  n  d*après  la  condition  que  les  deux  premiers  termes  dis» 
paraissent;  or  on  aura 

4  +  6jî  — Sxx  +  Sot'  =4  +  4"*^  +  nnxx  \   * 

donc  il  faut  que 

4/1  =  6,     et     n  =  |; 

de  là  résulte  T équation 

—  5x07  +  3a:^  =  1 070? ,     ou    3x^=-^xo;, 

qui  donne  x  •==.—;  et  c'est  cette  valeur  qui  fera  de  la  for-* 
mule  proposée  un  carré  dont  la  racine  sera 

116.  La  seconde  méthode  consiste  à  donner  à  la  racine  trois 
termes,  comme  y+g-x  +  Axx,  tels  que  dans  l'équation  Ici 
trois  premiers  termes  s'évanouissent. 

Soit  proposée  ,  par  exemple ,   la  formule 

1  — 4^  +  6o7jp— 5x^, 
on  en  supposera  la  racine  =  1  —  2x  +  hxx ,  et  on  aura 
1  —  4^  +  6x07 — 5a7^  =:i — 4^  +  4^x^+  Q.hxx — 4^-^+  ^ A^*  • 

les  deux  premiers  termes  ,  comme  on  voit ,  se  détruisent 
des  deux  côtés  ;  et  pour  chasser  aussi  le  troisième  ,  il  faudra 
faire  6  =  2/r  +  4,  et  parconséquent  A  =  1  ;  par  ce  moyen  on 
obtient 

—  5x^=:  —  4^+37*,      OU      — 5=  —  4+^5 

desorte  que  x  =  —  1 . 
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117.  C'est  donc  de  ces  deux  méthodes  qu'on  peut  faire 
usage,  lorsque  le  premier  terme  a  est  un  carré.  La  pre- 
mière se  fonde  sur  ce  qu'on  exprime  la  racine  par  deux  termes, 
comme  f-^px,  oùf  est  la  racine  carrée  du  premier  terme, 
€t  où  p  est  pris  de  manière  que  le  second  terme  doit  pareil- 
lement disparaître ,  ensorte  qu'il  ne  reste  qu'à  comparer  ppxoc 
avec  le  troisième  (.t  le  quatrième  terme  de  la  formule,  savoir, 
çxx  +  dx^  ;  car  cette  équation  alors ,  pouvant  se  diviser  par 
xXy  donne  une  nouvelle  valeur  de  x,  qui  est 

""—"IT' 

Dans  la  seconde  on  donne  trois  termes  à  la  racine,  c'est- 
à-dire  que  si  le  premier  terme  a  est  =ffy  on  exprime  la 
racine  par  f-j-px  +  qxx ,  après  quoi  on  détermine  p  et  q , 
de  façon  que  les  trois  premiers  termes  de  la  formule  s'éva- 
nouissent ,  ce    qui  se  fait  de  la  manière  suivante  : 

Puisque 

jf+bx+cxx'^'dx'^  =zff'^2pfx'\'Zfqxx+ppxx+2pqx^'\'  qqx^, 

il  faut  que 

b—Qfp,  d'oùp=^; 

de  plus  que 

r     t  j»   ^  ^ — PP 

^  =  ^f9+PP>  dou  q=z—^; 

après  cela  reste  l'équation 

dx^  =:  tzpqx^  -f-  qqx^  ; 

et  comme  elle  est  divisible  par  x'^,  on  en  tire 

d —  p.pq 
X=i Ui. 

118.  Il    peut  cependant   arriver  souvent   que    lors   môme 
que  a:==ff^   aucune  de    ces  deux  méthodes  ne  don.ie    une 


! 
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nouvelle  valeur  de  cr.  C*est  ce  qu'on  peut  voir,  en  çonsidé^  ; 
rant  la  formule  jf-^dj? ,  où  le  second  et  le  troisième  termes  i 
manquent. 

Car  si^  d'après  la  première  méthode^  on  supposait  la  nr 
cine  ^=^f+px,  ou  bien 

ff+  éLx?  ::^ff+2fix  +  ppxx, 

on  aurait 

o  =  2î/p    et    p  =  o; 


ainsi  on  trouverait  dx^  =  o,   et  par  là  a;  =  o  »  ce  qui  n  est 
point  une  nouvelle  valeur  de  x. 

Que  si ,  d'après  la  seconde  méthodp  ,  on  voulait  Ëdre  la 
racine  =.f  +  px  +  çx ,  ou 

#+  dj?  ^ff-^sfpx  +  afqxx + ppxx  +  Tpqs?  +  qqst^ , 

on  trouverait 

o  =  afp    et    p  =  o  ; 
de  plus 

o  =  afq+pp    et    ç=o; 

et  il  en  résulterait  dx?  =  o ,   et  pareillement  o:  =  (x  . 

119.  Il  ne  reste  d*autre  parti  à  prendre  dans  ces  cas*Ià, 
que  de  tâcher  de  trouver  quelque  valeur  de  x,  telle  que 
la  formule  devienne  un  carré;  si  on  y  réussit ^  cette  valeur 
fera  trouver  ensuite ,  par  le  secours  de  nos  deux  méthodes, 
de  nouvelles  valeurs  ;  et  cette  voie  est  bonne  même  pour  les 
cas  où  le  premier  terme  ne  serait  pas  un  carré. 

Que,  par  exemple,  la  formule  S+o:'  doive  devenir  ui 
carré ,  comme  cela  arrive  quand  o;  =  1  :  on  fera 

et  on  aura 

eu  le  premier  terme  est  un  carré.   Qu'on  en  suppose  doo.^ 
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miyant  la  première  méthode,  la  racine  :=a-|-;ry,oD  amra 

et  pour  que  le  second  tértne  disparaisse ,  il  faudra  que  Zrrr^p^ 
<t  parcoDséquent  p=|;  ainsi 

Z+y=pp    et   y=pp~Z^^-^=-=^', 

^3 

donc  0:==—^ ,  ce  qui  est  une  nouvelle  valeur  de  x. 

Si  on  fait  de  plus ,  conformément  à  la  seconde  méthode  ^ 
la  racine  =^2+py-f-çjy,  on  a 

4+'5y+'^yy+f=4+4py+4m+Pm+^P^+^vr^ 

d'où   on  chassera  le  second  terme ,   en   faisant  Z'=>4p  ^^ 
^=1,  et  le  quatrième  I  en  faisant 

Z=4q+pp.    ou    9  =  ^^  =  6|î 

ainsi   1  :=:ixpq  +  qqy ,  d'où  l'on  tire 

i — 2pq  353  1873 

^  qq      '  -^       loai  i5ai 

lao.  En  général,  si  on  a  la  formule 

û  +  6dî  +  cxx  -f-  rfr' , 

et  qu'on  sache  d'ailleurs  qu'elle  devient  jxh  carré  quand  x  z=:f^ 
desorte   que 

on  fera  xzirif^y ,  et  on  aura  la  nouvelle  formule  qui  suit  : 


t 
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a 
-hbf+by 

4-  Ç^+  2g3^  +  cyy 


gg  +  ib  +  icf+  Zdff)y  +  ic-^f)yy  +df. 

Dans  cette  formule  le  premier  terme  est  un  carré;  aind 
on  peut  y  appliquer  les  deux  méthodes  précédentes ,  et  elles 
fourniront  de  nouvelles  valeurs  de  j^ ,  et  parconséquent  aussi 
de  or,   puisque  x-z^zf^y, 

121.  Mais  souvent  d'une  première  valeur  de  j?^  on  ne  peut 
en  conclure  d'autres ,  c'est  ce  qui  arrive  à  l'égard  de  la  formule 
i+o;^,  qui  devient  un  carré  quand  x=$i.  Car  si,  en 
conséquence  de  cela ,  on  fait  a;  =  2  -{-y  on  trouvera  la 
formule 

i+or^zzrg  +  I2jr  +  &yy  +3^^, 

qui  devrait  de  même  pouvoir  devenir  un  carré. 

Or  soit,  d'après  la  première  méthode^  la  racine  =  3-|-/jy, 
on  aura 

9  +  lay  +  6xy+/  =  9  +%  +ppyy, 

où  il  faut  que, 

i2  =  Gp     et    p  =  2; 
donc 

6+^=PP  =  4,     et    jr=— 2, 

ce  qui  donne  xmo,  c'est-à-dire  une  valeur  qui  ne  con- 
duit à  rien  de  plus. 

Essayons  aussi  la  seconde  méthode  ^  et  faisons  la  racine 
=  3  +  py  +  qyy^  nous  aurons 

^  +  \^y+^yy+f=^  +  Bpy  +  &qyy+ppyy+2pqf+qqyU 
où  il  faudra  d'abord  que 

i2  =  S/j    et    p=a. 


•      .      *      ^     A 
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ensuite  que 

S=6q  +  pp  =  6q  +  4,    et    9  =  J; 
on  aura  donc 

i=iipq  +  qqy=z^  +  y', 

de  la 

et  parconséquent 

a:  =  — 1,     et     i+or'rzro; 

d'où  l'on  ne  peut  rien  conclure  de  plus  ,  parceque   si  on 
roulait  faire  x=  —  i  +25,  on  trouverait  la  formule 

où  le  premier  terme    s'en    va;  desorte  qu'on    ne  pourrait 
faire  usage  ni   de  Tune   ni  de   l'autre  méthode. 

On  est  assez  fondé  à  soupçonner,  après  ce  que  nous  venons 
dédire,  que  la  formule  i+x^  ne  peut  devenir  un  carré 
que  dans  les  trois  cas  que  voici  : 

(1°)  a:  =  2,     (2*>)  07  =  0,     (3**)  x  =  — 1. 

Mais  c'est  de  quoi  on  peut  se  convaincre   aussi  par  d'autres 
raisons. 

122.  Considérons  encore,  pour  nous  exercer,  la  formule 
1  -}-  3x^ ,  qui  devient  un  carré  dans  les  cas  suivans  : 

(1°)  07  =  0,     (2°)  o7  =  i,     (3°)  o:=2. 

et  voyons  si  nous    parviendrons   à  trouver  d'autres  valeurs 
qui  jouissent  de  cette  propriété. 

Puis  donc  que  07=  1  est  une  des  valeurs  qui  satisfont , 
supposons  0;  =:  1  +^  >  et  nous  aurons 

i+3o;3=4+9j^  +  3jy+3y. 
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Que  la  racine   de  cette  nouvelle  formule  soit  a«4*/y« 
sorte  que 

il  faudra  que 

95=4P    et   p  =  î, 

et  les  autres  termes  donneront 

9+^y=pp=H  «t  -y=-^-; 

parconséquent  a:  =  — -^j  et  i  +3a:^  devient  un  carré  dont  I 
la  racine  est  — -|^,  ou  bien  aussi  +f4*  ^^  °<^us  voulions  lt< 
présent  continuer^  en  faisant 

«=  — •fV  +  «>  1 

BOUS  ne  manquerions  pas  de  trouver  de  nouvelles  valeurs,      i 

Appliquons  aussi  à  la  même  formule  la  seconde  métfaqde;. 
et  supposons  la  racine    =:2-f-py+  qyy\   cette  suppodtiofi  . 
donne 

4'i^y+$yy+^y^==^+4py+4qyy+pm+y^9f+s^y^} 

donc  il  faudra  que 

9  =  ^    ou    p  =  |, 
et 

9=4g+PP=4^+H,    ou    <7=:M 


et  les  autres  termes  donneront 

•a  > 

567+1^87^  =  384,    ou    ifl89</^  =  — 185; 
c'est-à-dire  I 

ia6.|fj^=— 1«3,     ou    4fl.g^r=  — 6u 


'^ 


i 


7 


i 
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13^3  >  ^      •«»  —         13A3  » 


;  et  ces  valeurs  en  fourniront  de  nouvelles^  en  suivant  les  voies 
que  nous  avons  indiquées. 

laS.  n  faut  remarquer  cependant  que,  si  on  voulait  se 
L  donner  la  peine  de  tirer  de  nouvelles  valeurs   des  deux  qu*a 

fourni  le  cas  connu  0?=  1 ,  on  parviendrait  à  des  fractions 
'  extrêmement  prolixes  ;  et  on  a  lieu  de  s'étonner  que  ce  cas  , 
'  ar=:i^  n'ait  pas  conduit  plutôt  à  cet  autre,  x=:q,  qui  ne 
;  tombe  pas  moins  évidemment  sous  les  yeux.  Et  c*est  là  une 

imperfection   de  la   méthode   dont  il   est  question ,   et  qui 

est  jusqu'à  présent  la  seule  qu'on  connaisse. 

On    peut  partir  de  la  même  manière  du  cas  xzzzu,  aCa 
de  trouver  d'autres  valeurs.    Qu'on  fasse,  pour    cet    effet  » 

et  îl  8*agira  de  faire  un  carré  de  la  formule  aS  +  36y  + 
i8jry+j^;  supposons-en  la  racine,  d'après  la  première  mé- 
thode, =  5+/y,  nous  aurons 

a5  +  36y  +  iSjy +3y  =  a5  +  lopy +pfyr  » 

•t  parconséquent 

36  =  iop,    ou    p=i-^; 

effaçant  i  présent  les  ternes  qui  se  détruisent,  et  divisant  les 
autres  par  ^ ,   il  en  résulte 

«t  parconséquent 

d'où  il    suit  que  1  -f-Sx^  est  un  carré  dont  la  racine  est 

5+py  =  ^l^^     ou     +\U. 
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Dans  la  seconde  méthode,  il  faudrait  supposer  la  raclri* 
=  5  +/7y  +  fl}y  >  et  on  aurait 

25 +3Gy  -f  1  Sjy +3y" = 2d+  i  opj4- 1  o?X)'+^PÇy + 99^» 

les  second  et  troisième  termes  disparaîtraient  en  faisant 

3G=iop,     ou    przz^,     et     iS  =  iog-i'pp, 
ou   ,  xo9=i8-^  =  -^S    d'où    </=-i!ïk; 

et  alors  les  deux  autres  termes,  divisés  pary*^,  donneraient 

5  =  2pq  +  qqy,     ou     qqy  =  3  —  Qpq=—^, 
c'est-à-dire , 


V  ^ A2LJ1  et  :r  — 


1  j^3' 


124-  ^6  calcul  ne  devient  pas  moins  long  et  diiHcile,  mêmt 
dans  des  cas  où ,  en  partant  d*un  autre  principe  ,  il  est  facile 
de  donner  une  solution  générale  ;  comme ,  par  exemple ,  quand 
la  formule  proposée  est  i  —  x  —  xx  -j-  x'^ ,  où  l'on  peut  feire 
généralement  x-=.nn — 1(*),  en  donnant  à  n  telle  valeur  qu'on 
veut.  En  effet ,  soit  n  =  2 ,  on  aura  x  =  Z ,  et  la  formule 
devient 

=  1  —  3  —  94- 27  =1  G. 

Soit  71  =  3 ,  on  aura  x  =  8 ,  et  la  formule  devient 

=  1—8  —  64  +  512=441, 
et  ainsi  de  suite. 

Mais  remarquons  que  c'est  à  une  circonstance  tout-à-fait 
particulière  que  nous  devons  une  solution  si  facile ,  et  cettB 


(*)  En  effet,  par  cctlc  hypothèse,  la  formule  devient  n»  (n^—-^*  H-  4)  q^ 
est  le  produit  de  deux  carres ,  et  qui  conscqucmment  donne  un  cairfr 
quelç[uc  nombre  qo^on  prenne  pour  /i. 

circonstanci 
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circonstance  s'apperçoit  aisément ,  si  on  décompose  notre  for- 
mule en  facteurs  -,  car  on  voit  aussitôt  qu'elle  est  divisible  par 
1— x,  que  le  quotient  sera  i  — xx ,  qu'il  est  composé  de^ 
facteurs  (i  +a:)  (i — x)  ,  et  qu'enfin  notre  formule 

1  — X — XX -f  3c^=z (i  —  x)  (i+x)  (i — x)  =  (i — xy  (i+x)  ; 

or,  puisqu'elle  doit  être  un  cane ,  et  ,qu'un  ^arré  divisé  par 
un  carré ,  donne  un  carré  pour  quotient ,  il  faut  aussi  que 
î+x=  un  carré  ;  et  réciproquement,  si  i  +  ^  est  un  carré ,  il 
faut  que  (i  — xy  (i  pf-  x)  soit  un  carré  ;  on  n'a  donc  qu'à  faire 

et  on  aura  sur-le-champ 

Si  cette  circonstance  nous  eût  échappé ,  il  aurait  été  difli- 
cile  de  déterminer  même  seulement  cinq  ou  six  valeurs  de  x 
par  les  méthodes  précédentes. 

ia5.  Il  suit  donc  de  là  qu'il  est  bon  pour  chaque -for- 
mule proposée ,  de  la  résoudre  en  facteurs ,  quand  cela  est 
possible.  Or  nous  avons  fait  voir  plus  haut  comment  on  s'y 
prend  ;  nous  avons  dit  qu'il  faut  égaler  la  formule  donnée  à 
zéro ,  et  chercher  ensuite  les  racines  de  cette  équation  ;  cha- 
cune d'elles  ,  comme  x=f,  donne  un  faoteur  f —  x;  et 
cette  recherche  est  d'autant  plus  aisée  ,  qu'on  n'a  besoin  ici 
que  des  racines  rationnelles  qui  sont  toujours  des  diviseurs 
du  terme  connu ,  ou  du  terme  qui  ne  renferme  point  x. 

126.  Cette  circonstance  a  lieu  aussi  dans  notre  formule  gé- 
nérale a  +  Ax  +  ex*  -j-  dj? ,  quand  les  deux  premiers  termes 
disparaissent ,  auquel  cas  la  formule  qui  doit  devenir  un 
carré ,  se  réduit  à  cxx  -f-  cb?  \  car  il  est  clair  alors  (fu'en 
divisant  par  le  carré  xx,  il  faudra  pareillement  que  c-^dx 
soit   un    carré  \  on   n*a  donc  qu'à   supposer   c  -f-  dx  =  /i/i , 

TlTl  ~~^  ce 

pour  avoir  x  = -^ ,  valeur  qui  renferme  un  nombre  in- 
fini de  solutions ,  et  même  toutes  les  solutions  possibles. 
a.  H 
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137.  Si  dans  l'application  de  la  première  des  deux  méthodes 
précédentes ,  on  ne  youlait  pas  déterminer  la  lettre  p  d*^rètf 
la  condition  que  le  second  terme  disparût,  00  parviendrait  à 
une  autre  formule  irrationnelle  qu'il  s'agirait  de  rendre  ra^ 
tionnelle. 

Soit ,  par  exemple  ,J^-f"  ^^  +  ^^^  +  ^^  '*  formule  pro- 
posée ,  et  qu'on  en  fasse  la  racine  =:f+px^  on  aura 

Jf+  bx  +  cxx  +  da?  =:j5^+  vfpx  -j'ppxx, 

où  les  premiers  termes  se  détruisent  ;  divisant  donc  les  autres 
par  Xy  on  obtient 

b  -f-cx  +  dira:  ^=Sffp  -^ppxx, 
ce  qui  est  une  équation  du  second  degré ,  qui  donne 

PP  —  c+.\/p^ — !^cpp  +  Mfp  +  cc  —  /fo2 

ad 

Ainsi  TalFaire  se  réduit  maintenant  i  trouver  pour  p  des  var 
leurs  telles  que  la  formule  p^  —  î^cpp  +  Mfp  +  cc-^JiJbd 
devienne  un  carré*  Or  comme  c'est  la  quatrième  puissance  du 
nombre  cherché  p  qui  se  présente  ici ,  ce  cas  appartient  au 
chapitre  suivant. 


I 
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CHAPITRE     IX. 


De  la  manière  de  rendre  rationnelle  la  formula, 
incommensurable  Va + bx + cxx + dx^ + ex^, 

128.  il  OUS  voici  parvenus  à  des  formules  où  le  nombre  in- 
déterminé X  monte  à  la  quatrième  puissance ,  et  rVst  par  là 
que  nous  terminerons  nos  recherches  sur  les  quantités  allectée!! 
du  signe  ide  la  racine  carrée  ^  vu  qu*onn'a  pas  été  assez  loin 
encore  pour  pouvoit  transformer  en  carrés  des  formules  coin-' 
pliquées  de  puissances  plus  hautes  de  x. 

Notre  nouvelle  formule  fournit  trois  cas  à  considérer  :    i» 
le  premier  terme ,  a,  est  un  carré  ;  12*',  le  dernier  terme ,  ea^ 
est  un  carré  ;  3**  et  4°  >  le  premier  terme  et  le  dernier  sont 
lun  et  l'autre  des  carrés.   Nous  traiterons  chacun  de  ces  cas 
iéflarément. 

lag.  !**•  Résolution  de  la  îoxmxUey^ff-^bx'^cxx^^x^'+'ex^. 

Comme  le  premier  terme  ici  est  un  carré ,  on  pourrait,  par 
la  première  méthode ,  supposer  la  racine  :=:f^px,  et  détermi- 
ner p  de  manière  que  les  deux  premiers  termes  disparussent , 
et  que  les  autres  fussent  divisibles  par  xx  ;  mais  on  ne  laisse- 
rait pas  alors  de  rencontrer  encore  un  terine  xx  dans  l'équa- 
tion ,  et  la  détermination  de  x  dépendrait  d*un  nouveau  si^ne 
radical.  Ce  sera  donc  à  la  seconde  méthode  que  nous  aurons 
recours;  nous  ferons  la  racine  ^zf-j-  px  +  qxx\  nous  dé- 
terminerons p  et  ç  de  façon  à  faire  dispar^tre  les  trois 
premier  termes;  et  divisant  ensuite  les  autres  par  a? ^  nous 

fi 
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parviendrons  à  une  simple  équation  du  premier  degci ,  qui  , 
donnera  x  dégage  de  signes  radicaux. 

i3o.  Si  donc  la  racine  =/+  px  -|-  <]^^  >  et  qu'ainsi 

ff+bx+cxx+djc^'j'ex^=ff+Qfpx  +  Sifq^^ 

les  premiers  termes  disparaissent  d'eux-mêmes;  quant  aux 
seconds ,  on  les  chassera  en  faisant , 

et  il  fai;urUy  pour  l'évanouissement  des  troisièmes^  qu« 

m' 

c  =  2f9+PP,  ou^  =  --^^; 

cela  posé ,  les  autres  termes  seront  divisibles  par  x^ ,  et  doix^ 
neront  l'équation 

d  -}-  ex  =  fnpq  4-  qqx^ 

m 

de  laquelle  on  tire 

x=z i-L    ou  a:  =  -^-2 — — -, 

qq—e'  e— 7^ 

i3i.  Or  il  est  facile  de  voir  que  cette  méthode  ne  mène  à 
rien>  quand  le  second  et  le  troisième  terme  manquent  dans 
notre"  formule,    c'est-à-dire ,  lorsque  J  =  c  =  o^  car  alors 

p  =  G  et  fl  =  o ,  parconséquent  x  = ,  d'où  l'on  ne  peut 

ordinairement  rien  conclure ,  parceque  ce  cas  donne  évidem*' 
ment  dx^  +  ex*  =  o  ,  et  qu'ainsi  notre  formule  devient  égale 
au  carré  jf.  Mais  c'est  surtout  pour  les  formules  telles  que 
jf-j^ex^  que  cette  méthode  n'est  d'aucun  usage,  puisque, 
dans  ce  cas,  d  étant  aussi  =0,  on  trouve  pareillement  x;=:  0, 
valeur  qui  ne  conduit  à  rien  de  plus.  Il  en  est  de  même ,  lors- 
que è =0  et  (i=  o ,  et  qu'ainsi  la  formule  est  jQ^-J-cxx  +^; 


D*  A  L  G  i;  B  R  E.  1>7 

car  dans  ce  cas  p=:o  et  ç =-7;,  d*où  résulte  x  =  o,  comm* 
on  le  voit  aussitôt. 
i3â.  â^.  Résolution  de  la  formule 

y  a  4-  6x-f-  cxx  +  éLx? + gg'x^. 
On  pourrait  réduire  cette  formule  au  cas  précédent  ,  en 
supposant  x  =  -  ;  car  comme  il  faudrait  alors  que  la  formula 

û^ 1 Y  TJ  "^^    4  ^"^  ^^  carré ,  et  que  dans  celle  -  ci  sa 

trouve  en  facteur  le  carré  j^*,  lorsqu'on  Ta  multipliée  par  jr*,  la 
question  se  réduirait  à  faire  un  carré  de  la  formule  oy^  \  by^ 

■^Oy  +  4y +  ê'ê^>  ^^  ^^^  tout-à-fait  semblable  à  la  pré- 
cédente écrite  en  sens  inverse. 

Mais  on  n'a  pas  besoin  de  passer  par  ce  procédé  ;  on  n'a 
qu'à  supposer  la  racine  =  gxx  +  pa>  +  ç  ,  ou  dans  l'ordre 
inverse ,  ç  -|-  par  +  S^^  t  ^^  o^  ^^^ 

a  4"  ^^  +  ^^^  +  d^  +  gg^  =  77  +  ûpçx  +  agqxx'^rppxjc^ 

'\- %gpc^  +  ggo^ ''^  ^ 

or  les  cinquièmes  termes  se  détruisant  ici  deux-mêmes^  on  dé^ 
terminera  d'abord  p,  dé  manière  que  les  quatrièmes  termes 
se  détruisent  pareÙlement ,   ce  qui  arrive  pour 

d 
^=2gp,onp=— ; 

■       •  ^ 

ensuite  on  déterminera  aussi  q  ,  î^fîn  de  chasser  les  troisième» 
termes^  et  on  fera  pour  cet  effet 

C"^  pp 
c=2gi/+pp,ouq=— ^J 

cela  fait,  les  deux  premiers  termes  fourniront  Téquatioa 
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d'où  Ton  tire 

a  —  qq  qq  —  a 

X  = ^  ,  ou  a;  =  -r^ ; 

2p</  —  b  b  —  apq 

i33.  Nous  retrouverons  ici  rinconvénient  que  nous  avions  re- 
marqué ci-dessus ,  dans  le  cas  où  le  second  et  le  quatrième 
terme  manquent,  c'est-à-dire  lorsque  fc=o  et  cfc=o;  en  effet, 

on  trouve  alors  p  =  o  et  a  ac  -^ ,  donc  x  = —  :  or  cette 

valeur  étant  infinie ,  ne  donne  rien  de  plus  que  la  valeur  a:  =  o, 
dans  le  premier  cas  ;  d'où  il  suit  que  cette  méthode  ne  peut 
être  employée  pour  les  expressions  de  la  forme  a  -|-  ax^  -f"  SS^* 

134.  3**.  Résolution  de  la  formule 


\/j9^-J-  bx  4-  cxx  +  otr^  4"g'g'^- 

n  est  clair  qu'on  peut  employer  pour  cette  formide  Tun* 
et  l'autre  des  deux  méthodes  dont  on  vient  de  faire  ,usage  ; 
car  d'abord ,  parceque  le  premier  terme  est  un  carré ,  on 
peut  prendre  pour  là  racine  /*+  px  -f-  qxx ,  tt  faire  .évanouif 
les  trois  premiers  termes;  ensuite,  comme  le  dernier  terme 
est  pareillement  un  carré,  on  peut  aussi  faire  la  racine  =:p 
-j-  px  4"  g^^  y  et  chasser  les  trois  derniers  termes ,  au  moyen 
de  quoi  on  trouvera  même  deux  valeurs  de  x. 

Mais  on  peut  traiter  aussi  cette  formule  par  deux  autres 
méthodes  qui  leur  appartiennent  particulièrement. 

Dans  la  première ,  on  suppose  la  racine  =/-f-  px  +  gxx , 
et  on  détermine  p  de  façon  que  les  seconds  termes  se  dé- 
truisent ;  c'est-à-dire  que ,  comme  il  faut  que 

ff+  6x  +  cxx+dx^  +  ggx^  —ff+^fij^  +  ^fgxx  +  ppxx 

+  zgpa^+ggx^, 

on  fait 

b  =  2fp  oup  =  -^; 
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et  puisque  de  cette  manière  tant  les  seconds  termes  que  les 
premiers  et  les  derniers  termes  se  détruisent ,  on  pourra  di- 
viser les  autres  par  xx  ^  et  on  aura  ]*équatioxi 

c  +  dx  =  Qfg+pp  +  ûgpx  > 
de  laquelle  on  tirera 

Et  on  doit  surtout  remarquer  ici  que  comme^  dans  la  formule^ 
on  ne  trouve  g  qu'à  la  seconde  puissance  >  la  racine  de  ce 
carré ,  on  g  ^  peut  être  prisé  sous  les  signes  +  et  — ,  et 
qu'il  résulte  de  là  encore  une  autre  valeur  de  x ,  savoir  : 

:r  —  l±^kz:FP      onrr  —  EPlZ^knf 
X  —       *  i     >  ou  X  —  — — - — - —  , 

i35.  Il  existe  >  ainsi  que  nous  l'avons  dit  y  une  autre 
manière  de  résoudre  cette  formule  :  elle  consiste  à  supposer 
d'abord,  comme  ci  -  dessus,  la  racine  zizf^px  -f-gxx,  et 
à  déterminer  ensuite  p  de  manière  que  ce  soient  les  quatrièmes 
termes  qui  se  détruisent;  cela  se  fait  en  supposant  dans  Téqua^ 
tion  fondamentale 

d  =  ^SP>  ou  p  =  — ; 

car  puisque  les  premiers  et  les  derniers  termes  disparaissent 
pareillement,  on  pourra  diviser  les  autres  par  x,  et  il  ea. 
résultera  l'équation 

b^cx^Qfp  +  zfgx-^^ppx, 
adonne  x=  /"^-^^     . 

De  plus,  nous  avons  à  remarquer  que  comme  dans  la  formule» 

4 
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le  carré  ff  fe  trouve  seul ,  on  peut  supposer  également  qw 
sa  racine  soit  — f^  et  qu'ainsi  on  aura  aussi 


X 


_      b  +  zfp 


Desorte  que  cette  méthode  fournit  aussi  deux  nouvelles  valepis 
de  X,  et  que  parconséquent  les  méthodes  que  nous  avons  em- 
ployées, donnent  en  tout  six  nouvelles  valeurs. 

i36.  Mais  ici  il  arrive  encore  que  b  etd  étant  =r  o,  on  ne  peut 
trouver  pour  x  aucune  valeur  qui  conduise  au  but;  desorte 
qu'on  ne  peut  parvenir  à  résoudre  la  fommlej5^+  cxx  +  ggx^, 
Ëa  eiFet^  si  è=o  et  cî=o ,  on  a  par  Tune  etTautie  voie,p=o;  et 

la  première  donnant  x= ^i-^  ,  et  1  autre  a:=o,  on  ne 

peut  être  conduit  à  des  conclusions  ultérieures. 

137.  Voilà  donc  les  trois  formules  auxquelles  on  peut  ap- 
pliquer les  méthodes  que  nous  avons  détaillées  jusqu'ici  ;  et 
si ,  dans  la  proposée ,  ni  Tun  ni  Tautre  terme  n'est  un  car- 
ré ,  il  n'y  a  aucun  succès  à  espérer  avant  qu'on-  ait  trouvé 
une  valeur  de  x,  telle  que  la  formule  devienne  un  carré«- 

Supposons  donc  que  nous  ayons  découvert  que  notre  for- 
mule devient  un  carré  dans  le  cas  de  x:=h  j^  ou  que 

a  +  bh  +  chh+  dh?  +  eh^  z=  kk. 

Si  nous  faisons  xz=zh  -j-y,  nous  aurons  une  nouvelle  formule 
dans  laquelle  le  premier  terme  sera  kk^  c'estràndire  un  carré , 
et  qui  parconséquent  retombera  dans  le  premier, cas.  On  peut 
aussi  faire  usage  de  cette  transformation ,  après  avoir  déter- 
miné par  les  méthodes  précédentes  une  des  valeurs  de  a:,  par 
exemple  x  -:  A;  on  n*a  qu'à  faire  alors  a:  =  A  -f-y  ,  et  on 
parvient  à  une  nouvelle  équation  sur  laquelle  on  peut  opérer 
de  la  même  manière.  Les  valeurs  dex,  qu'on  aura  trouvées 
de  cette  façon,  en  fourniront  de  nouvelles j  celles-ci  encore 
d'fiutres,  et  aimii  de  suite. 


;c4 
1 


?rrJ 


•4| 
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i38.  Mais  il  est  surtout  à  remarquer  qu*on  ne  peut  en  aucune 
manière  espérer  de  résoudre  les  formules  où  le  second  et  le 
quatrième  terme  manqruent ,  ayant  i]ue  d'avoir  ,  pour  ainsi 
dire,  trouvé  une  solution.  Nous  allons  faire  connaître  le  pro- 
cédé â  employer  dans  ce  cas^  sur  la  formule  a-{-  ex^  y  qui  est 
me  de  celles  qui  se  présentent  le  plus  souvent. 

Supposons  donc  qu'on  ait  trouvé  une  valeur  xz=:h ,  et  qu'on 

lit 

a  -f-  eh^  =  kk  ; 

à  l'on  veut  trouver  par  là  d'autres  valeurs  de  a: ,  on  fera 

et  il  faudra  que  la  formule  suivante  , 

a  +  eh^  4"  4^^^y  +  6ehhyy  +  4^fiy^  "1"  O'^  > 
soit  UQ  carré  ;  or  cette  formule  revenant  à  celle-ci  ^ 
kk  +  4^h^y  +  Gehhyy  -|-  4^hy^  -f-  ey^ , 

appartient  à  la  première  de  nos  trois  espèces  ;  ainsi  nous  ferons 
sa  racine  carrée  =A+py-f-qj^,  et  la  formule  elle-même 
parconséquent  égale  au  carré  kk  -f-  ^kpy  +  ^kqyy  -f-  ppyy 
'  +  ^P^  +  ^(jy^  >  d'où  il  faudra  d'abord  chasser  le  second 
terme  en  déterminant  p  et  7  en  conséquence ,  c'est-à-dire  en 
faisant 


^h?.  =  nkp ,  ou  p  =  —y— ,  et  6eAA  =  *ikq  +  pp  ^ 


on 


6ehh — pp Zehhkk  —  neeh^ €hh(5kk  —  Cie¥)  . 

9—         -^         —  ]^  —  ^[3  > 

oa  enfin 

9  =  — ^3 — ' 

à  cause  de  eh^zsikk-^a',  après  cela  les  termes  restans,  divisés 
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par  jf',  donneront 

..  ,  ,.        .  4eh  +  ey  =  Qpq  +  qqy , 

d  ou  1  on  tire 

•^  qq  —  e     ' 

le  numérateur  de  cette  fraction  peut  se  mettre  sous  la  fonne 

Âehià  —  Aeeh^Ckk  +  aa)  ,  j       ?>«       »  r 

-î- ,      ^  ,   ou,  a  cause  de  6A*  =  ««  — a^ 

«ous  celle-ci, 

4eh¥—  4eh(kk  —  a)  (fefe  +  flg)        4eh  (—  cfefe  +  Qo')- 

^4  —  A4 

Quant  au  dénominateur  ^(/  —  e,  il  devient 

_  ejkk  —  a)  (kk  +  Qay  —  efe^  _  e  (  Sdt^  —  4g^  > 

ainsi  la  valeur  cherchée  sera 

ataeh  (ag  —  kk)    k^  4f^kk{^a — M} 

''^  ¥  06(3/14— 4afl)'°^'*'~     Zlé^^aa     * 

et  parconséguent 

_ft(8aAfe— fe4— 4flfl)  _A(fe4— 8flftft  +  4gfl) 

^—         3M_4S^         >  oua:_         ^^_3^4        • 

Si  donc  on  substitue  cette  valeur  de  x  dans  la  formule 
a  +  cx4  •  elle  devient  un  carré  ;  et  sa  racine  que  nous  aviont 
supposé  ft  +  p^  +  ^yy  >  aura  cette  forme , 


Sk(Jih—a){Qa—kk)      i6k(kk—à)(kk+aà)( 
"I  W^:^4aa  "*■  (3fc4  — 4aa)» 


:> 
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I 

parceque ,  comme  nous  avons  vu , 

_  QeP       _  ehh{kk  +  Qà)  _  4hkk(M  —  kk) 

iSg.  Continuons  de  considérer  la  formule  a  -f-  eoc^  ;  et  puisque 
le  cas  a  -f~  ^^^  ==  ^^  «st  connu ,  regardons-le  comme  four- 
[ maHmt  deux  cas  differens,  à  cause  dea:=  +  Aetdea:= — A; 
BOUS  pourrons,  par  cette  raison,  transformer  notre  formule  en 
une  autre  de  la  troisième  espèce ,  dans  laquelle  le  premier 
et  le  dernier  terme  sont  des  carrés.  Cette  transformation  se 
fait,  par  un  artifice  qui  est  souvent  d'une  grande  utilité  y  et  qui 
consiste  à  faire 

^~y  ' 

on  a  donc 

^  (I  -yy 

_kk+4(kk-. aa)y  +  Gkkyy  +  4(kk  —  aa)f  -^  khy* 

~~  ii-yY 

Qu'on  suppose  la  racine  de  cette  formule  ,  conformément 

...  ft  +  py  — ^yy  i         , 

au  troisième  cas ,  =  — rr^-^ — r-*^ ,  ensorte  que  le  numera* 

(^i—yY 

teur  de  notre  formule  devra  être  égal  au  carré  kk  -f-  sJ^py 
[   —  zkkyy  -f-  ppyy'^sikpy^  4*  ^^J^  >  9^®  ^*<^  chasse  les  seconds 
termes,  en  faisant 

4Aft  — Sa=aR/),  ou  p=: — j ; 

qu'on  divise  les  autres  termes  ipsayy  ^  et  on  aura 

Gkk  +  4  (^^  -^  ^^)y = — ^^^  +  pp — ^^y  f 

ou 

jf  (4ftfe  — 8a  +  a^)  =pp  •— 8AA  ; 
or 

aW  — 4ûf      i     7         7  7        • 
p  =  -, — ,     ■    ,  et  pft  =  2J(k  —  4a, 
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ainsi 

j^(8ft&-i6a)  =  — 32 ^ — Z: ,' 

et 

Si  nous  voulons  trouyer  maintenant  x,  nous  ayons  d*ab(»d 


*  "'"•y"     ftA(2ftA  — 4a)    " 


et  en  second  lieu 

_     Sfe^  —  4^^ 
^      •''~ftA(2ftfe— 4a)* 
ainsi 

1  +j^ k^  —  8afe^  -f-  4gg . 

i^y  ~        3A^  — 4aa       * 


et  parconséquent 


valeur  qui  est  la  même  que  celle  que  nous  ayons  déjà  trouvé^  ' 
ci-dessus. 

i4o.  Soit ,  pour  appliquer  ce  résultat  à  un  exemple ,  la   - 
formule  âo^-^i  qui  doive  devenir  un  carré.  Nous  avons  idl 
a= —  1  et  e  =  2  ;  et  le  cas  connu  où  la  formule  est  im  carré» 
est  celui  où  a;  =  i  ;  ainsi  A  =  i  et  kk:=z  i.  Donc  nous  au-   , 
rons  la  nouvelle  valeur 

pafceque  la  quatrième  puissance  de  x  se  trouve  seule  ^  et 
de  là  résulte 

ao;*—  1  :=  67121  =  (sSg)*. 
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Si  nous  regardons  à  présent  ceci  comme  le  cas  connu  , 
BOUS  avons  /t  =  i3  et  ft  =  sSq,  et  nous  obtenons  une  nou- 
telle  Taleur  de  x ,  qui  est 

_  5fl6Q8o8S4i  +  456968  +  4  ^g  _  5a65aS56i5    j 
""""[     9788435926  —  4  9788435^23  * 

42422452969 

"""  978842592a' 

141  •  Nous  allons  considérer  de  la  même  manière  la  formule 
['  un  peu  plus  générale  ,  a  +  cxx  -(-  ex* ,   et  noys  prendrons 
pour  le  cas  connu  où  elle  devient  un  carré,  x=zki  dé- 
porte que  a  +  chh  -f-  eA*  =  kk. 

Supposons  donc ,  afin  de  trouver  par  là  d'autres  valeurs , 
que  xz=:zh  -j-y,  et  notre  formule  prendra  la  forme  suivante  : 


chh-^-Qchy  +çjy 

èh^  +  4^h^y  +  ^^f^^yy  +  4^^y^  +  ^ 

kk  +  (2cA  +  4^^^)  y  +  (^  +  Séhh)yy  +  4^^)»^  +  ey^. 

Le  premier  terme  étant  un  carré ,  nous  supposerons  que 
la  racine  carrée  de  cette  formule ,  est  k^+'py  +  qyy'y  et  la 
formule  elle-même  devra  être  égale  au  carré  kk  -f-  akpy  + 
^^îjy  "^  PRXy  "f"  ^P^y^  ^  ^9y^  >  déterminons  à  présent  p 
etq,  afin  de  faire  évanouir  les  seconds  et  les  troisièmes  termes, 
nous  aurons  pour  cet  effet 

acA  -f-  4^A'  =  2^ , 
cti  4-  aeh^ 


ou 


p  =  — -^7 ,  et  c  4-  6ehh  =  zkq  +pp. 


c  +  6ehh  —  pp 
on  9  = ]j, ' 

jnaiateaant  les  termes  suivans  étant  divisés  par^' ,  se  réduisent 
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à  réquation 

qui  donne  enfin 

4eh—Qpq 

J  qq  —  e     ' 

et  parconséqaent  aussi  la  valeur  xznh-^y,  qui  fait  i 
racine  carrée  de  notre  formule ,  est  A  -f-  py  +  (fyy*  Si 
cela  nous  regardons  ce  nouveau  cas  comme  le  cas  d( 
nous  pourrons  trouver  un  autre  nouveaif  cas^  et  contini; 
la  même  nlanière  autant. 

142.  Rendons  l'article  précédent  plus  clair,  en  Tappli 
à  la  formule  1  —  xx  +  a:*  :  on  voit  aussitôt  que  le  cas  • 
est  x  =  1  et  k=±  1,  Si  nous  faisons  donc  x  =  1  +  J', 
racine  carrée  de  notre  formule  =1  -j-py  -+■  qyy ,  il  1 
d'abord  que  p  z=s  1  et  ensuite  qzzzQ-,  et  ces  valeurs  do 
^  =  o  et  a;  =  1  ;  or  voilà  le  cas  connu  ,  et  on  n'en  a  pas  1 
un  nouveau  ;  mais  on  peut  prouver  autrement  que  la  fc 
proposée  ne  peut  devenir  un  carré  que  dans  les  cas  de  . 
et  de  x  =  ifc  1. 

143.  Soit  donnée  aussi  pour  exemple  la  formule. . . . 
2  —  Zxx  +  Qx^ ,  où  a  =  2 ,  c  =  —  o  et  c  =  2.  Le  cas 
se  trouve  aisément  ;  il  est  x  =  1  ;  ainsi  A  =  1  et  ft  = 
donc  on  fait  x  =  1  +^,  et  la  racine  =  1  +  pj'  +  qyy 

p  =  i  et  qz=z4, 
et  de  là  résultent 

y :=o  et  x=  1', 

ce  qui  n'apprend  que  ce  qu'on  savait  déjà. 

i44-  -^utre  exemple.  Sôit  la  formule  1  -f-Sarx+a 
«1=1,  c  =  8  ete=i.  Une  légère  considération  suffit 
remarquer  le  cas  satisfaisant  a;  =  2  ;  car ,  en  supposant  h 
on  trouve  ft  =  7  ;  ainsi  faisant  a?  =  a  -f-^ ,  et  la  racin< 
+  fiy +ÎXy>  o^  aura 

P —    7   *      9  —  34i> 
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!*où  l'on  conclut 


laj 


V  =  —  ^%^°   et  X  —  —  -^1-  • 

on  peut  omettre  dans  ces  valeurs  le  signe  moins.  Mais  olv- 
>ns  de  plus  dans  cet  exemple ,  qu,e  puisque  le  dernier  terme 

[est  déjà  un  carré,  et  qu'il  doit  rester  tel  dans  la  nouyeUe 
iule ,  on  peut  également  appliquer  ici  le  procédé  indiqué 

Ipour  les  cas  de  la  troisième  espèce.   Soit  donc  ^  comme  aupa* 

nraat, 

ft  nous  aurons 


3a  +  5ay  +    %yy 

16  +  Say  +  24)7  "f"  ^y^  "^y^ 

I  expression  qu'on  peut  maintenant  transformer  en  un  carré  dé 
plusieurs  manières.  Car  d'abord  un  peut  supposer  la  racine 
^7+/îy  "t-J!y>  ®^  parconséquent  la  formule  égale  au  carré 
49  +  ^4py  +  ^4yy  +  PPyy  +  ^py^  -hy^  >  f-aire  évanouir  les 
pénultièmes  termes  par  la  supposition 

aj5=:8,  doùp=4; 

diyiser  les  autres  termes  par  jr,  et  tirer  de  Téquation 
64  +  52yz=:  i4p  +  i4y  +ppy  =  56  +  5oy , 

la  valeur 

jf=z=  —  4etx==  —  a,oua;  =  +  a; 

ce  qui  n'est ,  à  la  vérité ,  que  le  cas  déjà  connu. 

Mab  si  Ton  cherche  à  déterminer  p  de  façon  que  les  seconds 
termes  disparaissent ,  on  aura 

i4p  =  e4^  etp=^; 
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et  les  autres  termes ,  divisés  par  yy ,  formeront  réqoatîoii    j 

i4  +  PP  +  a/!y  =  3^  +  8y»<>^Hïï^  +  ¥y  =  3à  +  8y, 

cl*où  l'on  tire 
et  parconsequent 

et  cette  valeur  transforme  notre  formule  en  un  carré  dtnd 
la  racine  est-^^^.  De  plus,  comme  — yy  n'est  pas  moins  II 
racine  du  dernier  terme  que  ne  Test  -{-yy,  on  peut  aufl 
supposer  la  racine  de  la  formule  =7  -(-  py — yy,  ou  la  firr- 

mule  même  =  49  +  ^4py  —  ^4yy  +ppyy  '  —^pf+J 

on  fera  évanouir  les  termes  pénultièmes ,  en  supposant 

1 

8=— 2p,    ou  p=:  —  4i 
et  divisant  les  autres  par  y ,  on  trouvera 

64  +  Say  =  i4p  —  i4y  +  ppyz=z  —  56  +  ay, 
ce  qui  donna 

y  =  —  4, 

c'est-à-dire  de  nouveau  le  cas  connu.   Que  si  l'on  Tonhi 
chasser  les  seconds  termes,  on  aurait 

64=i4p,  et  p=^; 

parconsequent ,  en  divisant  les  autres  termes  par  yy ,  on  ob 
tiendrait 

32  +  8y==-i4  +  pp  — 2py,  ou  32  +  8y  =  ^  — ^j^, 

d'où  l'on  tirerait 

c'est-à-dire  les  mêmes  valeurs  que  nous  avons  trouvées  ci 
dessus. 
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145.  On  peut  procéder  de  la  même  manière  à  l'égard  da 
la  formule  générale  a  +  ^-^  +  ^^^  +  ^^  +  ^>  quand  on 
coBiiait  un  cas  comme  x  =:z  h  ,  dans  lequel  elle  devient  un 
carré  kk,  la  méthode  est  toujours  de  supposer  ensuite 

a:=  A+y; 

on  obtient  par  là  une  formule  d'autant  de  termes  qu'en  contient 
l^autr« ,  dont  le  premier  est  kk  ;  si  après  cela  on  exprime  la  ra-- 
dne  par  k-i^  py  -^  qyy  ,  et  qu'on  détermine  p  et  9  de  manière 
que  les  seconds  et  les  troisièmes  termes  disparaissent  aussi, 
les  deux  derniers  pouvant  être  divisés  par  y^ ,  se  réduisent  à 
Qne  simple  équation  du  premier  degré,  de  laquelle  on  tire 
facilement  y ,  et  parconséquent  aussi  la  valeur  de  x. 

Mais  on  sera  cependant ,  comme  auparavant,  obligé  d'exclure 
un  grand  nombre  de  cas  que  donne  cette  méthode  ;  savoir  ceux 
3Ù  la  valeur  qu'on  trouve  pour  x,  n'est  autre  que  celle 
f==.h  y  qui  était  donnée  ;  ces  sortes  de  cas  indiquent  ou 
que  la  formule  est  impossible  en  elle-même  ,  ou  qu'il  faudrait 
trouver  encore  pour  x  une  valeur  qui  la  rendît  un  carré. 

146.  Et  voilà  jusqu'où  on  est  parvenu  jusqu'à  présent  dans 
la  résolution  des  formules  qui  sont  affectées  du  signe  de  la 
racine  carrée.  On  n'a  fait  encore  aucune  découverte  pour 
celles  où  les  quantités  qui  sont  sous  le  signe,  passent  le  qua- 
trième degré  y  et  lorsqu'il  se  présente  des  formules  qui  ren- 
ferment la  cinquième  puissance,  ou  une  poissance  plus  haute 
de  X,  les  artifices  que  nous  avons  développés  ne  sufRsent  pas 
pour  les  résoudre  ,  quand  même  on  aurait  un  cas  donné. 

Pour  qu'on  puisse  mieux  se  convaincre  de  la  vérité  de  ce 
gue  nous  disons,  nous  considérerons  la  formule  kk-^  bx  ^j^ 
cxx  +  dx^  +  ex^  -\'f^f  dont  le  premier  terme  est  déjà  un 
carré.  Si  on  foulait,  ainsi  qu'auparavant,  supposer  la  racina 
de  cette  formule,  -nz^k-^  px  -{-  qxx ,  et  déterminer  p  et  q 
de  manière  à  faire  disparaître  les  seconds  et  les  troisièmes 
tenues,  il  resterait  cependant  toujours  encore  trois >terinesc[ui,| 
».  I 
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divisés  par  oi?,  donneraient  une  équation  du  second  degré  ^  et  | 
on  ne  pourrait  éyidemment  exprimer  x  que  par  une  nouvelle  1 
quantité  irrationnelle.  Mais  voulût-on  supposer  la  racine  =i 
+  px  +  9^^  +  ^^  >  son  carré  monterait  à  la  sixième  puis- 
sance ;  et  quand  même  on  déterminerait  p ,  q  et  r  de  façon 
à  faire    disparaître    les   seconds  ^    troisièmes   et    quatrièmes 
termes  y   il  n'en  resterait   pas  moins  la  quatrième,  la  cin- 
quième et  la  sixième  puissance  ;   et  en  divisant  par  ûc^,  oa  ^ 
ne  laisserait  pas  d'avoir  une  équation  du  second  degré ,  qa'on 
ne  pourrait  résoudre  sans  le  secomcs  d'un  signe  radical.  Oo  ! 
voit  par  là  qu'en  effet  nous  avons  épuisé  ce  qu'il  y  avait  i  j 
dire  âur  le»  formules  qui  doivent  être  transformées  en  dei  r 
carrés ,  et  il  ne  nous  reste  qu'à  passer  aux  quantités  affectées 
du  signe  de  la  racine  cubique. 
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CHAPITRE    X- 

De  la  méthode  de  rendre  rationnelle  la  formule 
irrationnelle  y  a  -+•  bx  +  cxx  +  dx'. 

147.  V-/N  cherche  donc  à  présent  des  valeurs  de  a:,  telles 
que  la  formule  û  +  èa?  +  cxx  -f-  dcc?  devienne  un  cube ,  et 
qu'on  en  puisse  extraire  la  racine  cubique.  Nous  préviendrons 
aussitôt  qu*on  ne  pourrait  espérer  aucune  solution  de  cette 
espèce  ^  si  la  formule  passait  le  troisième  degré  ;  et  nous  ajou- 
terons cpie  si  elle  n'était  que  du  second  degré,  c'est-à-dire 
que  le  terme  doi?  disparût^  la  solution  n'en  deviendrait  cepen- 
dant pas  plus  facile.  Quant  au  cas  où  les  deux  derniers  termes 
disparaîtraient ,  et  dans  lequel  ce  serait  la  formule  a^bx 
qa  il  s'agirait  de  réduire  en  cube  ^  on  voit  assez  qu'il  ne  souffre 
aucune  difficulté,  et  qu'on  n'a  qu'à  faire  a  +  ia:=p^,  pour 

trouver  sur-le-champ  a:=5l^. 

148.  Nous  devons  remarquer  de  nouveau ,  avant  que  d'aller 
plus  loin  y  que  lorsque  ni  le  premier  ni  le  dernier  terme  né 
sont  des  cubes ,  on  ne  doit  pas  penser  à  résoudre  la  formule , 
à  moins  qu'on  ne  connaisse  déjà  un  cas  où  elle  devient  un 
cube,  soit  que  ce  casse  présente  naturellement,  soit  qu'on  ait 
ètk  obligé  de  le  chercher  par  le  tâtonnement. 

Ainsi  nous  avons  d'abord  trois  espèces  de  formules  i  con- 
fidérer  :  l'une  a  lieu  quand  le  premier  terme  est  un  cube  ;  et 
comme  alors  la  formule  s'exprime  par^*^-}-  bx^cxx'\-da^  , 
on  s'apperçoit  immédiatement  que  le  cas  connu  est  celui  de 


/ 
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a:  =0.  La  seconde  espèce  comprend  la  formtde  a^^bx  -f*cx;r  | 
-4-  g^x^ ,  c'est-à-dire  le  cas  où  le  dernier  terme  est  im  cube,  j 
La  troisième  espèce  est  composée  des  deux  premières  ,  c*est-  ! 
à-^ire  que  I«  premier  et  le  dernier  terme  sont  des  cubes.  i 

149.  Premier  tas.    Soit  -p '\'bx'\-cxX'\-doc?  la  formule 
proposée  qu'il  s'agit  de  transformer  en  un  cube. 

Supposons  que  sa  racine  soit  :=zf^px  ^  et  parconséquent 
que  la  formule  soit  égale  au  cube  f^  -f-  ^jffp^  +  ^fyp^x  '4-p^oc?  ; 
comme  les  premiers  termes  disparaissent  d'eux-mêmes ,  nous  ' 
déterminerons  p  de  façon  à  faire  disparaître  aussi  les  seconda 
termes^  savoir  en  faisant 

présentement  les  termes  restans^  étant  divisés  pararx;  donnent  \ 

c  +  dx  =  Zfpp  -f-  f^x ,  et  a;= — 3   ^'J,  v 

p  ^~*ç*  *    < 

* 

Si  le  dernier  terme  dx^  ne  s'était  pas  trouyé  dans  la  for- 
mule ,  on  aurait  pu  supposer  simplement  la  racine  cubique  =/, 
et  on  aurait  eu  ^ 

P=P  +  bx  +  cxx, 
âoù 

64-ca7  =  o    et    xz=. ; 

c 

mais  cette  valeur  n'aurait  pu  servir  à  en  faire  trouver  d'autres, 

i5o.  Deuxième  cas.  Si ,  en  second  lieu,  l'expression  proposée 
«st  de  cette  forme ,  a  -f-  ^o;  -{-  cxx  -f-  ^oc^ ,  on  indiquera  sa 
"racine  cubique  par  p  +  gx,  doht  le  cube  est  p^  +  ^pp^O 
+  ^SgP^+g^o[^f  desorte  que  les  derniers  termes  'se  dé-"  , 
truisent;  maintenant  qu'on  détermine  p  de  façon  qu'aussi  le»' 
pénultièmes  disparaissent  :  cela  se  fera  en  supposant 

ez=3gg>oup  =  ^ 
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et  les  autres  termes  donneront  ensuite 


|55 


d'où  Ton  tire 


a+  ia?:=  p'  +  5gp*^\ 


X 


a — p- 


3gpp--b" 


Si  le  premier  terme  a  atait  manqué ,  on  aurait  pu  se  Gon« 
tenter  d^xprimer  la  racine  cubique  par  gx,  et  on  aurait  eu 

^a?'zzzbx'j^cxx~\'^oc^^    ou    o=6-f-cT,   donc  a:  =— -; 

niais  cette  Taleui:  ordinairem.çnt  nç  peut  en  faire  comi«atra 
d'autres. 

i5i.  Troisième  cas.  Soit  enfin  la  formule/^+ix+cxx-f-g^o^, 
iàas  laquelle  le  premier  et  le  dernier  terme  sont  des  cubes  ; 
il  est  clair  qu  on  pourra  la  traiter  comme  Tune  et  comme 
ïaujtre  dçs  deux  espèces  précédentes ,  et  que  parconséquent 
[on  pourra  obtenir  deux  valeurs  de  x. 

Mais  outre  cela,  on  peut  aussi  faire  la  racine  =/"•+•  ^x» 
[puis  égaler  la  formule  au  cube^^  '^^ffg^  +  S/gr^f-^^  +  g^^ > 
jetparceque  les  premiers  et  les  derniers  termes  se  détruisent, 
et  que  les  autres  sont  divisibles  par  x  ,  on  parviendrez  4  Té* 
cation 

b'^cx=Zffg  +  5fggx,^ 


l^  donn0^ 


i5a.  Lorsqu'au  contr^re  la  formule  proposée  n'appartient 
â  aucune  des  trois  espèces  ci-dessus ,  on  n'a  d'autre  ressource 
[foe  de  chercher  une  valeur  qui  change  cette  formule  en  un 
[cube;  ensuite  ayant  trouvé  une  telle  valeur,  par  exemple^ 
's=:i^  desorte  que 


^^bh'^  çjih  +  rfA3  =  h}^ 
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on  suppose  x=ft  '^y  >  ^^  substituant  on  trouyé 
a 

chh  -f-  tichy  +  cyy 

dh^  •^Zdhhy+  Zdhyy+df 

•- —  -  -        _      -  ^ —     , 

l^  +  {b  +  :kch-\-Zdhh)y  +  {c+Zdh)yy+df. 

Cette  nouvelle  ftmnule  appartenant  i  la  première  espèce, 
on  sait  comment  on  doit  déterminer  J'  >  et  on  trouvera  pai 
là  une  nouvelle  valeur  de  x,  qu'on  pourra  faire  servir  en- 
suite à  en  trouver  d'autres. 

i53.  Eclaircissons  cette  méthode  par  quelques  exemples,  e 
supposons  d*abord  qu'on  demande  que  la  formule  i  •{•x+xx 
qui  appartient  à  la  première  espèce ,  devienne,  un  cube 
Nous  pourrions  faire  aussitôt  la  racine  cubique  =  i  ^  et  nom 
trouverions 

x+xx=Oj    ou  x(i+^)=<^> 

etparconséquent^ 

a:  =  o  ou  07=2  —  i; 

mais  nous  ne  pourrions  rien  conclure  de  là.  Ecrivons  don 
pour  la  racine  cubique  i-f-px,  et  comme  le  cube  en  ef 
1  +3p^+3/?px*-f-p'^x^,  nous  aurons  i  =  3/>^  ou  p  =3 
moyennant  quoi  les  autres  termes  étant  divisés  par  xx 
donnent 

i^Zpp+p^x,  ou  x= — -3^; 

r 

or  p=^  ;    absi   xz=z-^z=.  18 ,  et  notre  formule  est  1  +  ^ 


a? 


+324=343 ,  et  la  racine  cubique  ,  1  •+-px-=zj.  Si  nous  con 
tinuons  à  présent,  en  faisant  x=  18+^,  notre  formule  pren 
dra  la  forme  343+37y+^j',  et  il  faudra  par  la  premièi 
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règle,  en  supposer  la  racine  cubique =7+^^^;  en  la  comparant 
après  cela  avec  le  cube  S43+i47Py  +  ^*ff!)!y4-py  >  °o"* 
voyons  qu'U  faut  faire  37  =  147/?,  ou  p=^;  les  autrei 
termes  donnent  en  ce  cas  Téquation 

i=zQipp+py, 
a  ou  nous  tu'ons 

1  —  aipp 33o.  121.  1^7 1049580 

^~      ^  "^  Zf         ~        5o'653  > 

valeur  qui  peut  de  la  même  manière  en  fournir  d'autres. 

154.  Soit  proposé  d'égaler  à  un  cube  cette  autre  formule 
a  -f-  370?.  Comme  on  trouve  assez  aisément  le  cas  a:=  5 ,  nous 
ferons  aussitôt  xz=z5  +^,  et  nous  aurons  27  -f-  loy  -|-^y  ; 
nous  en  supposerons  la  racine  cubique  =3  +  pjr,  ainsi  la 
formule  même  z=zuj  +  Q,jpy  +  ^ppyy  +J^y^ ,  et  nous  auront 
à  faire 

10  =  27/7,  oup  =  i~; 
donc 

i=:qpp  +  p'y,    y= 2LC  = ^^    ^=— -^ — ^, 


et  0:= 


383 


lOOO 

par  là  notre  formule  devient 

2146680  . 
a  +  j?x  =  — - — ^ , 

1000000 

dont  la  racine  cubique  ne  peut  manquer  d*être 


3  +  /y=- 


_H9 
00' 


i55.  Voyons  aussi  si  cette  formule  i+x*,  peut  da- 
venir  un  cube  hors  des  cas  évidens  ar=o,  et  a:^=  — i»' 
Nous  remarquerons  d*abord  que ,  quoique  cette  formule  apr 
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partienne  à  la  troisièmQ  espèce ,  la  racine  i  -f-  x  ne  nons.  est  ^ 
cependant  d'aucun  usage  ^  parceque  son  cube  i+5x+3x3i  '' 
'^a^,  étant  égalé  à  la  formule  ^  donne 

Sx -f- 3a:i:  =  o ,  on  cr(^+^)=o, 

c'est-à-dire  de  nouveau  a:=:o,   ou  a;==— i. 
Que  si  nous  voulions  faire 

nous  aurions  à  transformer  en  cube  la  formule  3y — ^yy^hy^i  ■ 
qui  appartient  à  la  seconde  espèce  ;  ainsi  supposant  sa  racine 
cubique    =^p'j-y,    ou   la  formule    même    égale   au   cuba 
p^  +  ^PPy  +  ^Pyy  +  J'' >  ^^^us  aurions  — ï3=3p  oup==:— ^i, 
et  de  là  Téquation 

Sy=p3  +  3p/>y=— i+3y, 

qui  donne  yrrr.  -  y   ou  infini  ;  desorte  qu'on  ne  tire  encore 

aucun  parti  de  cette  seconde  supposition.  Il  ne  faut  p.^  s*en 
étonner,  et  c'est  en  vain  qu'on  chercherait  d'autres  valeurs 
pour  x'y  car  il  est  démontré  que  la  somme  de  deux  cubes, 
comme  i^-^a^y  ne  peut  jamais  devenir  un  cube;  ainsi,  en 
faisant  ^  =  i,  il  est  clair  que  la  formule,  i +^^>  ne  peut 
devenir  un  cube  que  dans  les  cas  que  nous  avons  examinés. 

i5S.  On  trouvera  pareillement  que  la  formule ,  2  4-^>  ne 
peut  devenir  un  cube  que  dans  le  cas  a;  =  —  1 .  Cette  for- 
mule appartient  à  la  seconde  espèce  *,  mais  on  ne  peut  y  ap- 
pliquer la  règle  donnée  pour  ce  cas,  parceque  les  termes 
moyens  manquent.  C'est  en  supposant  a:  =  —  1  -^y  ,  ce  qui 
donne  1  -{-'^y  —  ^j^^-fj'^»  qu'on  peut  traiter  la  formule 
suivant  les  trois  cas ,  et  qu'on  peut  se  convaincre  de  la  vé- 
rité de  ce  que  nous  avançons.  En  effet,  si,  dans  le  premier 
cas ,  on  fait  la  racine  =  1  +y,  dont  le  cube  est  1  +  3y 
+  3xy+J^>  on  a    — 3^  =  3)^,    ce  qui  ne  peut  être   vrai 
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m  lorsque  J^  =  o.  Qu'on  suppose^  d'après  le  second  ca^i  U 
racine  =—i-f-J^»  ou  la  formule  =— i+3y — Sjry+j^', 
imaura 

i  +  3y=— i+3y,    et  jr  =  -, 

ou  une  valeur  infinie.  Le  troisième  cas  enfin  exigerait  qu'on 
supposât  la  racine  i  -j-y ,  ce  qu'on  a  déjà  fait  pour  le 
premier. 

167.  Soit  proposée  aussi  la  formule  3  4'3j^>  qui  doive 
devenir  un  cube  :  ce  cas  a  lieu  premièrement ,  si  J'  =  —  1  > 
mais  on  n'en  peut  rien  conclure  ;  il  a  pareillement  lieu  pour  a::=â. 
Qu'on  suppose ,  à  cause  de  ce  second  cas ,  x  =  a  -{-y ,  on 
aura  la  formule  27  +  36y  +  1  Syy  +  3y*^  ;  et  comme  elle 
est  de  la  première  espèce ,  on  fera  sa  racine  =3-f'Ry>  dont 
le  cube  est  ^^7  +  ^7py  -h  QPPyy  -hp^y^'f  comparant  mainte- 
nant, on  trouve  3G  =27/?  ou  p=  § ,  et  de  là  résulte  l'équation 

ii+Zy  =  spp+p^y=:i6  +  ^y, 

qui  donne 

—54       ^            —20 
y  = -,   et   x= . 

Donc  notre  formule 
et  sa  racine  cubique 

et  cette  solution  fournira  de  nouvelles  valeurs ,  si  l'on  en 

désire. 

i58.  Considérons  encore  la  formule  4  +  ^^>  qui  devient 
un  cube  dans  les  deux  cas  x=aeta:  =  ii.  Si  nom 
faisons  d'abord  x=2-+-y  y  ce  sera  la  formule  8  +  4y +Jjy 
qui  devra  être  un  cube  dont  la  racine  soit  a  +  î  J'  > 
et  ce  cube  étant  8+  ^  +  ^yy  -^-^y^»  ^ous  trouvent 


ce 
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donc 

>=9   et  a:=ii, 

c*e8t-^-dire  le  second  cas  donné. 

Si  nous  supposons  à  présent  x  =  ii  +J^>    ^^ns  ayi 
125  +  22y  +jy ,  ce  qui  étant  égalé  au  cube  de    5  +/y , 
à  i25  +  75/y+i5;D';j)[y+py ,  donne  p=y|,  et  par  là 

•i  =  i5pp  +  p3^,  ou  p3^=:i— i5/7i=— |f|; 

et  parconséquent 

J  "^  10  048  >    *'•■    **' —         10648* 

Puisque  X  peut  également  être  négatif  et  positif^  suppo! 

X  =     T  *^ ,   et  notre  formule  deviendra    7 *^ , 

doit  être  un  cube  ;  multiplions  donc  les  deux  termes  par  1- 
aCn  que  le  dénominateur  devienne  un  cube ,  et  nous  au 

.        V  "T    yyr^  «X.     et  ce  ne  sera  plus  que  le  numéra 

8  —  8y  4-  ^yy  —  8)^ ,  ou,  en  divisant  par  8 ,  que  la  fon 
1 — y'\'yy — y^  qu'il  s'agira  de  transformer  en  un  c 
Cette  formule  se  rapportant  à  toutes  les  trois  espèces,  con 
mons-nous  d*abord  à  la  première,  en  prenant  pour  ra 
1 — ^y\  le  cube  en  est  1 — y  -x^yy — rrj^i  ainsi 
avons 

1— j'  — î— r7j'>  ou  27— 27y=9— y; 

donc 

y  =  -^\  donc   i  +y  =  ^  et  1— j^  =  ^; 

donc  0?  =  1 1 ,  comme  auparavant. 

On  trouverait  le  même  résultat,  en  regardant  la  fon 
f^omme  de  la  seconde  espèce. 


lions 
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Enfin ,  si  on  voulait  s'en  tenir  à  la  troisième ,  et  prendre  pour 
racme  i  — y^  dont  le  cube  est  i  —  3y  +  'iyy  — y^ ,  on  aurait 

-     ■— 1  +j^=— 3+3^,  etj'=i;  d'où  x=\, 
et  par  conséquent  un  résultat  qui  n'est  de  nul  usage. 
i5g.  Maispuisque  nous  connaissons  déjà  les  deux  cas,  a?=a 

et  a:  =  1 1 ,  nous  pouvons  aussi  faire    x  =  — —^ — ^  ;   car  si 

y^Oy  on  a  a?=  a;   et  si  j^=oo,ona  a:  =  +ii. 

Soit  donc    a:= — ^^     et    notre    formule    devient., 

^+y 

}  +  ^y+yy  (.^+yy  ^ 

les  deux  termes  par  i  ^-J',  afin  que  le  dénominateur  devienne 
un  cube ,  et  ce  sera  le  numérateur  8  +  6oy  +  i77Xy  4"  i^Sy 
qu'il  s'agira  de  transformer  en  un  cube.  Si,  pour  cet  effet,  nous 
supposions  la  racine  =2  +  5y,  nous  verrions  disparaître 
non-seulement  les  deux  premiers  termes,  mais  aussi  les  der- 
niers. Ce  sera  donc  à  la  seconde  espèce  que  nous  rapporterons 
notre  formule,  en  prenant  pour  racine  p  +  5y;  le  cube  en  est 
p^  -f- 1 5ppy  -f-  J^pyy  +  ia5y^  ;  ainsi  nous  ferons 

177  =  75/7,    ou  />  =  !!, 

et  il  en  résulte 

8  +  6oy=:p3-f.i5p/jy, 
ou 

£94^-, ■  iPfiai   ^  ^ —  i96ai  - 

laôy  i56a5>    ^^  J — 3t>7l75  * 

d'où  l'on  pourrait  tirer  une  valeur  de  a?. 

22  **f-  1 IV 

Mais  on  peut  supposer  aussi  x  = =^ ,  et  dans  ce  cas 

notre  formule  devient  4  +^±é^±l^m=^±^y±}^^  ; 

desorte  qu'en  multipliant  les  deux  termes  par  i — y,    on  a 
8  +  aSy  +  Sgj'y  —  laSy^   à  transformer  en  un  cube.  Si  donc 
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nous  supposons^  conformément  au  premier  cas,  la  racîQt 
3=a -f-  Jy,  dont  le  cube  est  8  +  flSy  +  ^yy  +  ^y^,  bobi 
avons 

89-i25y=^  +  Wj^, 
ou 
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c*est-à-dire  une  des  valeurs  déjà  connues. 

Mais  considérons  plutôt  notre  formule  relativement  au  troi^* 
sième  cas ,  et  supposons-en  la  racine  =2  —  5y;  le  cube  dft.ce 
binôme  étant  8  —  6oy  +  iSoj^y —  laSy',  nous  aurons 

a8  +  8c[y =— 60+  i5oyj 
dono 


8  8       «4.    ^ i_o9o  . 


j^  =  .5f ,  et  :ç  =  — 


a;"^» 


desorte  que  notre  formule  devient  =  ^i|^ ,  ou  égale  au  cube 

160.  Voilà  donc  les  méthodes  dont  on  est  en  possession^ 
quant  à  présent^  pour  réduire  des  formules  telles  que  celles 
que  nous  avons  considérées^  soit  à  un  carrée  soit  à  un  cube,^ 
pourvu  que  la  plus  haute  puissance  de  Tinconnue  ne  passe  pas 
le  quatrième  degré  dans  le  premier  cas ,  ui  le  troisième  àflUA 
le  second  cas. 

On  pourrait  ajouter  encore  la  question  de  transformer  une 
formule  proposée  en  un  carré-carré,  dans  le  cas  où  Imcon- 
nue  ne  passerait  pas  le  second  degré.  Mais  on  observera  que  si 
une  formule,  telle  que  a-^-bx  +  cxx  ^  doit  être  un  carré-* 
carré,  il  faut  premièrement  qu'elle  soit  un  carré,  après  quoi, 
il  ne  restera  qu'à  faire  de  la  racine  de  ce  carré  un  nouveau 
carrç ,  par  les  règles  que  nous  avons  données;  pour  cela.  Que 
xj;  +  7 ,  par  exemple ,  doive  être  un  bi-carré ,  on  fera  d'abord 
un  carré  j  en  prenant 


apq  zpq      q 
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U  formule  alors  devient  égale  au  carré  7        vlÇPPn-ASr    ■  ^ 

=  Sl±2^mL±M^   dont  il  faut  transformer  la  racine 

— i- 22   pareillement  en  un  carré;  qu'on  multiplie  dans  ce 

dessein  les  deux  termes  par  âp^^  afin  que  le  dénominateur 
devenant  un  carré,  on  n*ait  à  traiter  que  le  numérateur 
spq(jpp-\-  qq).  On  ne  peut  faire  un  carré  de  cette  formule  , 
qu'après  avoir  déjà  trouvé  un  cas  satisfaisant  ;  ainsi  supposant 
9=:pz  y  il  faudra  que  la  formul  e 

fippz  (7PP+  ppzz)  =2  Qp^z  (7+zz), 

et  piarconséquent  aussi ,   en  divisant  par  p^ ,  que  la  formule 

2z(7-f-2i2)  devienne  un  carré.  Le  cas  connu  est  ici  2=1 , 

c'est  pourquoi  on  fera 

z=i+y, 
et  on  aura 

dontonsuppo8eralaracîne=4+|^",  le  carré  i6+aoj-(-5ijy 
étant  é^é  à  la  formule,  donne 

6+2y=^;  donc  J^=f  et  zzxf. 
Or 

2  =  ^;  donc  9  =  9,  p=8  et  a;  =  ||J, 
çt  la  formule 

Si  enfin  on  extrait  la  racine  carrée  de  cette  fraction ,  on  trouve 
7j|,  et  tirant  encore  de  celle-ci  la  racine  carrée,  on  trouve 
7I;  donc  c'est  de  ff  que  la  formule  proposée  est  le  carré-carré. 

161.  Enfin  nous  avons  à  remarquer  encore  dans  ce  chapitre, 
qu'il  est  des  formules  dont  on  peut  faire  des  cubes  d  une  ma- 
nière tout-à-fait  générale  ;  car  si ,  par  exemple ,  cxx  doit  être 
an  cube  4  on  n'a  qu'à  faire  sa  racine  =px,    et  on  trouve 
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c 
cxx'=zfpj?^  ou  cz^p^x,  c'est-à'dire  ap=-rj,   ou  x-=scq^g^ 

0n  écrivant  -  au  lieu  de  p. 
9 

La  raison  en  est  évidemment  que  la  fonnule  contient  nu 
carré  ;  c'est  pourquoi  toutes  les  formules ,  comme  a  (i  +  ex)*, 
ou  ai6  +  2aicx  +  Gc*a7x,  peuvent  très- facilement  se  trans- 
former en  cubes.  £n  effet ,  qu'on  en  suppose  la  raciue  cubiqvi% 

b'+'CX  ,w 

î=: ,  on  aura  1  équation 

qui,  divisée  par  (i-f-cx)*,  donne  i 

q^  ^  c 

valeur  dans  laquelle  q  est  arbitraire.  ^ 

On  voit  clairement  par  là  combien  il  est  utile  de  résoudre  1 
les  formules  proposées  en  leurs  facteurs  toutes  les  fois  que  cek  f 
est  possible  ;  cSest  donc  une  m^itière  que  nous  croyons  de-^  ; 
voir  traiter  avec  beaucoup  d* étendue  daus  le  chapitre  suivant. 
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CHAPITRE    III. 

De  la  résolution  de  la  formule  axx  +  bxj  -f-  cyj 

eri  ses  facteurs. 

i6s.  J-JE  s  lettres  x  et  ^  ne  signifieront  ici  que  des  nombres 
entiers  ;  et  nous  avons  yu  suffisamment  dans  ce  qui  a  précédé  ^ 
et  même  lorsqu'il  fallait  se  contenter  de  résultats  fraction- 
naires^ que  la  question  peut  toujours  être  ramenée  à  des 
nombres  entiers.  En  effet  si^  par  exemple^  le  nombre  cherchée 

est  une  fraction^  on  n*a  qu'à  faire  x=-,  et  on  pourra  tou- 
jours assigner  i  et  u  en  nombres  entiers  ;  et  comme  cette 
fraction  peut  se  réduire  à  ses  moindres  termes^  on  regardera 
les  nombres  <  et  u  comme  n'ayant  aucun  commun  /diviseur. 

Supposons  donc  que,  dans  la  formule  présente,  x  et^  ne 
soient  que  des  nombres  entiers,  et  tâchons  de  déterminer  les 
valeurs  à  donner  à  ces  lettres,  pour  que  la -formule  obtienne 
deux  6u  plusieurs  facteurs  ;  c'est  une  recherche  préliminaire 
très-nécessaire ,  avant  que  nous  puissions  faire  voir  comment 
cette  formule  se  transforma  en  un  carré,  un  cube  ou  une 
^)uissance  plus  élevée. 

iG3.  Trois  cas  se  présentent  à  considérer  ici.  Le  premier 
aMieu  lorsque  la  formule  se  décompose  réellement  en  deux 
facteurs  rationnels,  ce  qui  arrive ,  comme  nous  l'avons  déjà  vu 
plus  haut,  lorsque  hb  —  ifLC  devient  un  carré. 

Le  second  cas  est  celui  où  ces  deux  facteurs  sont  égaux  ^  et 
où  parcoaséquent  la  formule  est  un  carré. 
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EnCn  le  troisième  cas  se  rapporte  à  la  décomposition  de  h 
formule  en  facteurs  irrationnels  et  même  imaginaires.  Ils  se- 
ront simplement  irrationnels ,  lorsque  bb  —  j^ac  sera  un  nombr< 
positif  sans  être  un  carré;  ils  seront  imaginaires,  si  bb — 4^ 
est  négatif. 

iS4-  Si,  pour  commencer  par  le  premier  cas,  nous  suppo- 
sons que  la  formule  soit  résoluble  en  deux  facteurs  rationnels ^ 
on  pourra  lui  donner  cette  forme  (fx  +  g^)  {hx  +  ky)  ,  qcj 
renferme  donc  naturellement  déjà  deux  facteurs.  Voudra-t-on 
ensuite  qu'elle  contienne  d*uné  manière  générale  un  plus 
grand  nombre  de  facteurs ,  on  n'aura  qu'à  faire^i  -j-gy  =W> 
et  hx '{' ky  =z  rs ',  notre  formule  deviendra  deviendra,  dans  ce 
cas,  égale  au  produitp^r^  ;  elle  contiendra  parconséquent  quatre 
facteurs,  et  on  pourra  augmenter  ce  nombre  à  yolonté.  Or 
de  ces  deux  équations  résulte  pour  x  une  double  yaleur^ 
savoir, 

ce  qui  donne 

hpq  —  hgy  =ifrs^fky  ; 

et  parconséquent 

y-fk-hg^        fk-hg  ' 

or  si  Ton  veut  que  ^  et  ^  soient  exprimés  en  nombres  endersj 
il  faudra  donner  aux  lettres  p,  q,  ret  s  des  valeurs  telles  que 
le  numérateur  soit  réellement  divisible  parle  dénominateur; 
ce  qui  arrive  lorsque  soit  p  et  r ,  soit  ^  et  ^  sont  divisibles  par 
ce  dénominateur. 

iG5.  Pour  rendre  tout  cela  plus  clair,  soit  donnée  la  for- 
mule XX  — yy ,  qui  est  composée  des  facteurs  (j^+y)  (p^'^Jf)' 
Si  cette  formule  doit  être  résolue  en  un  plus  grand  nombre  w 
facteurs ,  on  fera  X'{'y=j)q,  et  x — y  ■zii.rs  y  et  on  aura 


pq  +  rs  pq  —  rs^ 


il 
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3  faudra  donc^  pour  que  ces  valeurs  deviennent  des  nombres 
entiers,  que  les  deux  nombres  pq  et  rs  soient  ou  tous  deux 
pairs  ou  tous  deux  impairs.  *         \ 

Soient  par  exemple 

P  =  7>  9  =  5,  r=3,   ^=i:     ^ 
on  aura 

pa  =  35,    rj=3: 
donc 

et  de  là  résulte 

,xx— ^^  =  io5. 

lequel  nombre  est  composé  en  effet  dès  facteurs  7.5.5.  i,  de- 
sorte  que  ce  cas  ne  souffre  aucuiie  difficulté. 

i66.  Le  second  en  souffre  encore  moins  ^  savoir  celui  où  la 
formule  renfermant  deux  facteurs  égaux,  peut  se  représenter 
de  cette  manière ,  (Jx  -j-  gy  )*,  c'est-à-dire  par  un  carré ,  'qui 
ne  peut  avoir  d'autres  facteurs  que  ceux  qui  proviennent  de 
la  racine  fjc  •{■  gy\  car  si  Vein  fait 

f^  +  gy  —  PV'y 

la  formule  devient  =  ppqqrr,  et  peut  avoir  parconséquent  au- 
tant de  facteurs  que  Von  veut.  Il  faut  remarquer  de  plus  quo 
l'un  seulement  des  deux  nombres  x  et  y  est  déterminé ,  et  que 
Tautre  peut  se  prendre  à  volonté  ;  car 

X —  -;^      j      «-, 

et  il  est  facile  de  donner  à  y  une  valeur  telle  que  la  fraction 
disparaisse. 

La  formule  de  cette  espèce  là  plus  aisée  à  traiter^  est  xx  ; 
d  l'on  fait  x  =^pqr^  le  carré  xx  renfermera  trois  facteurs  car- 
rés, savoir  pp ,  qq  et  rr. 

167.  On  rencontre  bîeti  plus  de^  difficultés  en  traitant  le 
troisième  cas,  qui  est  celui  dans  lequel  notre  formule  ne  peut  se 
décomposer  en  deux  facteuri.  rationnels  ;  et  il  faut  ici  recourir 
a.  ^ 


1 
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à  des  artifices  particuliers^  à  Feifet  de  trouver  pour  xtXy  desta« 
leurs  telles  que  la  formule  renferme  deux  ou  plusieurs  JEacteun. 
Nous  rendrons  cependant  cette  recherche  moins  difficile, 
en  observant  que  notre  formule  se  transforme  facilement  en 
une  autre  dans  laquelle  le  terme  moyen  manque  ;  car  en  effet 

on  n*a  qu'à  supposer  a?=s ^^    pour    avoir    la    forip^ 

suivante  : 

zz^fibyz  +  bbyy      byz^bbyy         ^  ^ao-bb\yy 

4a  *  ao         *    -^-^  4ja 

Ainsi  nous  omettrons  le  terme  mojen ,  c'est«à-dir«  que  nous 
considérerons  la  formule  axx-j^cyy,  et  nous  chercherons  quelles 
valeurs  on  doit  doit  donner  à,  x  et  k  y,  pour  qu'elle  se  dé- 
compose en  facteurs.  On  jugera  facilement  que  cela  dépend  de 
la  nature  des  nombres  a  et  c;  aussi  comçiencerons-nous  par 
quelques  formules  déterminées  de  cette  espèce. 

168.  Soit  donc  proposée  d'abord  la  formule  xx-^yy,  qui 
comprend  tous  les  nonibres  qui  sont  la  somme  de  deux  carrés^ 
et  dont  nous  allons  mettre  les  plus  petits  sous  les  yeux  ;  sa- 
voir^ ceux  qui  sont  compris  entre  1  et  5o  : 

1,  a,  4,  5,  8,  9,  10,  i3,  iS,  17,  18,  ûQ,  fl5,  aff,  ag. 
Sa,  34,  36,  37,  40,  4i,  45,  49,  5o. 

On  voit  qu'il  se  trouve  parmi  ces  nombres  quelques  nombres 
premiers  qui  n'ont  point  de  diviseurs  j  ce  sont  ceux-ci  :  a,  5, 
i3,  17,  ag,  37,  41  •  L®s  autres  ont  des  diviseurs,  et  ils  ren- 
dent plus  claire  la  question  :  Quelles  valeurs  doit-on  ^op^er 
pour  a:  et  j^,  afin  que  la  formule  xx  -{-yy  ait  des  divisei^s  ou 
des  facteurs,  et  qu'elle  ait  même  autant  de  ces  facteurs  que 
l'on  VQU^a?  Nous  remarquerons  de  plus  qu'on  peut  faire  ^- 
straction  des  cas  où  xety  ont  un  commun  diviseur ,  p^c^ 
^'ajiors  XX -{-yy  serait  divisible  par  le  même  divjl^eur,  e| 
i&êjO^  P^  spn  carré  :  par  exemple,  si 
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U,  somme  des  cairrés^  ou 

49PP  +  4d^g=49ipp+n)ii 

sera  diyisible  tion-seulement  psaf,  mais  aussi  par  49-  C'eit 
pourvoi  nous  nétendrons  la  question  <jû'à  des  formules  où 
xéty  n^ont  aucun  commun  diviseur. 

On  voit  facilement  en  quôî  Consiste  la  diiHculté  ;  car  si 
d'un  côté  il  est  clair  que  ^  lorsque  les  deux  nombres  x  tX  y 
sont  impairs >  la  formule  xx-^-yy  devient  un  nombre  pair» 
et  parconséqueot  divisible  par  a»  il  est  souvent  assez  dif- 
ficile de  reconnaître  ai  la  formule  a  des  diviseurs  oU  si  ellu 
n  eu  a  pas  1  lorsque  de  Tautre  côté  un  des  nombres  x  f^  y 
étant  pair-et  l'autre  impair,  la  formule  elle^^mème  devient  im- 
paire. Nous  ne  parlons  pas  du  cas  où  x  et  j^  seraient  purs  > 
parceque  nous  avons  dé)À  fait  sentir  que  ces  nombres  ne  dot>* 
Vent  point  avoir  de  commun  diviseur. 

i6gv  Que  les  Ae\x%  nombres  x  ^ty  soient  donc  premiers 
entre  eux,  et  que  cependant  la  formule  xx  4-^  doive  contenir 
deux  ou  plusieurs  facteurs.  La  méthode  précédente  ne  peut 
s'appliquer  iti ,  parceque  la  formule  n*est  pas  résoluble  en 
deux  facteurs  rationnels;  mais  le»  facteurs  irrationnels  qui 
composent  la  formule ,  et  qu'on  peut  représenter  par  le.produit 
(x  +  J'V^  — *  1  )  (x  — y^  —  1  ) ,  nous  rendront  le  même  ser* 
vice.  En  effet ,  on  sent  bien  que  si  la  Êormule  xX  +yy  a.  des 
facteurs  réels  >  il  faut  que  ces  facteurs  irrationnels  soient  com^ 
posés  d'autres  facteurs;  parceque  s*ilis  n'avaietit  pas  aussi  des 
diviseurs,  leur  produit  ne  pourrait  pas  non  plus  en  avoir^  Ot 
comme  ces  facteurs  sont  irrationnels  >  et  même  imaginaires ,  et 
que  de  plus  lés  nombres  x  et  y  i^e  dcHvent-  point  avoir  de 
commun  diviseur,  ils  ne  peuvent  renfermer  des  facteura  xa^ 
^tiomieb,  et  il  faut  qu'ils  soient  pareillement  irrationnels >  A 
même  imaginaires» 

170.  Si  l'on  veut  donc  que  là'  fbmkule  xx-^yy  ait  dei^ 
ibcteurs  ra^onneis,  il  faudra  décomposer  «bAQuii  cl^è  d«t|^ 
jhcteurs  irrationnels  en  deux  aiutres  facteurs;  c^est  pourquoi^ 
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supposons  d'abord  >( 

a: +J' v^— 1 = (p  +  9  v^— o  (r + ^y  —  i>  ; 

et  puisque  |/  -—  i  peut  se  prendre  aussi  bien  en  moins  qu'ea 
plus,  nous  aurons  en  même  temps 

a?— j'V^— i  =  (p  — 91/— i)(r— Jl/— i); 

prenons  maintenant  le  produit  de  ces  deux  quantités;  et  noni 
verrons  que  notre  formule  « 

xx+yy  —  (j)p  +  qq)irr  +  ss), 

c^est-à-^ire  qu'elle  contient  les  deux  facteurs  rationnels  pp-f^f 
etrr+w. 

Il  nous  reste  à  présent  à  déterminer  les  valeurs  de  x  et  de  j^, 
qui  doivent  de  même  être  rationnelles;  or  la  supposition  qas 
nous  avons  faite ,  donne 

oc+y\/''-i^pr-^qs+ps\/^i+qrV—i, 
et 

x-^y  v/—  1  =npr — qs — ps^  —  i  —  ^r  j/  —  i  ; 

si  nous  joutons  ces  formules ,  nous  avons 

x:=:pr  —  qs; 

êi  nous  les  soustrayons  Tune  de  l'autre ,  nous  trouvoQS 

fly  1/ — 1  =a/w  v/— 1  +aqr\/ —  i, 
d*ou 

Il  élût  parconséquent  de  là  ;  qu'en  faisant 

x  =  pr — qs    et  y=ps^  qr, 

notre  formule^jcx  +yy  ne,  peut  manquer  d'obtenir  deux  fac- 
teurs'^ puijqit't)n  froûve 

^.  ixx+yy  =  {pp  +  qq)(rr  +  ss). 

Quft  si  Ton  demandait  après  cela  un  plus  grand  nombre  de  iàS", 
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teurs,  on  n*aurait  qu*à  donner  de  la  même  manière  à  pet  à 
q  des  valeurs  telles  que  pp  +  ^jq  eût  denx  facteurs;  on  aurait 
alors  trois  facteurs  en  tout ,  et  ce  nombre  pourrait  être  aug^ 
mente  par  la  méthode  autant  qu'on  voudrait. 

171.  Comme  nous  n'avons  rencontré  dans  cette  solution  qae 

les  secondes  puissances  de  p,  q ,  r  et  s ,  on  peut  prendre  aussi 

ces  lettres  en  moins  ;  que  q,  par  exemple,  soit  négatif ,  on 

aora 

xzrzpr-^qs  et  y=ps^^qr'y 

mais  la  somme  des  carrés  sera  la  même  qu'auparavant,  ce  qui 
nous  fait  voir  que  quand  un  nombre  est  égal  à  un  produit  tel 
que  (pp  +  99  )  (  n*  +  w  ) ,  on  peut  de  deux  façons  le  décom^ 
poser  en  deux  carrés  ;  car  nous  avons  trouvé  d'abord 

ar=pr— 95   ety=ps  +  qr^ 

<t  en  second  lîea 

x^zpr'^qs   et  ^  =  pj  —  qt. 

Soît,  par  exemple  ,p=5,  9  =  a,  r=aet,s=:i,  on  aura 

le  produit 

1 3 . 5  =:  65  =s  xo:  "^yy^ 
ou 

x=:4   ^t  y^^Jy     ^^=8   et  y=i; 

puisque  dans  l'un  et  l'autre  cas 

xX'\-yy=:z65^ 

Si  l'on  multiplie  plusieurs  nombres  de  cette  espèce ,  on  aura 
aussi  un  produit  qui  pourra  être  d'un  plus  grand  nombre  de 
façons  la  somme  de  deux  carrés.  Qu'on  multiplie ,  par  exemple^ 

on  trouvera  iio5,  lequel  nombre  peut  se  décomposer  en  deux 
carrés  de  quatre  manières ,  comme  on  va  voir  : 

l^..33*  +  4*i  a^..32a^  +  a^;  3^..3i*  +  l2";  4^..24*  +  ^3*- 
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17a.  Panai  les  nombres  qoi  sont  contenus  dans  la  formale 
xx-^yy  ^^e  tronyentdonc  premièrement  ceax  qui  sont,  par 
la  multiplication ,  le  produit  de  deux  on  de  plusieurs  nombres  \ 
en  second  lieu  y  ceux  qui  sont  formés  différemment.  Nous  nom- 
lierons  ces  derniers  facteurs  simples  de  la  formule  xx  -i^yy  % 
et  les  premiers  fauteurs  composés.  D'après  cela,  les  facteurs 
simples  seront  des  nombres  tels  que  les  suiyans  : 

1,  a,  5,  9,  i3,  17,  39,  37,  41,  49,  etc. 

et  on  distinguera  dans  cette  suite  deux  espèces  de  nombres  ; 
les  uns  sont  les  nombres  premiers^  2,  5,  i3,  17429,37,4^» 
qui  n'ont  aucun  diviseur ,  et  qui  tous ,  excepté  le  nombre  fi  ^^ 
sont  tels  que  si  l'on  en  ôte  1  ,  le  reste  se  trouve  divisible  par  4  ; 
desorte  que  tous  ces  nombres  sont  contenus  dans  l'expression 
4n+  1,  La  seconde  espèce  comprend  les  nombres  carrés  9 , 
49 >  etc. ,  et  on  remarquera  que  les  racines  de  ces  carrés,  sa*> 
voir,  3,  7,  etc.  ne  se  trouvent  pas  dans  la  suite,  et  que  ces 
racines  sont  contenues  dans  la   formule  4^^— Ji.  Il  est  clair 
d'ailleurs  qu'aucun  nombre  de  la  forme  4^-^!  ne  peut  être  la 
somme  de  deux  carrés  ;  caar  puisque  ces  nombres  sont  impairs , 
il  faudrait  que  l'un  des  deux  carrés  fut  pair^^  et  que  l'autre  fut 
impair  ;  or  nous  avons  vu  plus  haut  que  tous  les  carrés  pairs 
sont  divisibles  par  4>  ^t  que  les  carrés  impars  sont  contenus 
dans  Texpression  4^  +  1  >  si  donc  on  ajoute  un  carré  pair  et 
un  carré  impair  ^  la  somme  aura  toujours  la  forme  /^n  ^  1 ,  et 
jamais  celle  -  ci  4n  —  1 .    Que  tout  nombre  premier  au  reste 
qui  appartient  à  la  formule  4'»+  a  ,  est  la  somme  de  deux 
carrés;  c'est  une  vérité  indubitable^  mais  qu^l  n'est  pas  très-^ 
facile  de  démontrer. 

173.  Allons  plus  loin,  et  considérons  la  formule  xx-j-ayy  ^ 
à  l'effet  de  voii  quelles  valeurs  il  fabt  donner  à  x^  et  à^ ,  afin 
qu'elle  ait  des  facteurs.  Comme  cette  formule  s'exprime  par 
les  facteurs  imaginaires  (a;  -j-y  \/  —  a )  ix-^^y  \/ — ^a) ,  on 
voit,  ainsi  qu'auparavant,  qhe  si  elle  a  des  diviseurs,  ces  fac- 
teurs imaginaûrçs  doivent  pareillement  en  avoir.  Qu'on  suppo5ç> 
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donc 

d*oà  résulte 

tt  on  aura 

ainn  cette  fontiule  a  deux  facteurs  qui  ont  la  même  forme. 
Mais  H  reste  à  déterminier  les  i/akurs  de  x  et  dey,  qui  pro-* 
duieent  cette  transformation  ;  on  coneiâérera ,  pour  j  parteair^ 
^e  I  puisque 

et  que 

a?  — j^  ^/ —  fl  =:pr— 2175 — çr  V/— a— fij  V^ -^  a, 
on  a  la  somme 

et  parconséquent 

x'z^pr—aqs  ^ 

et  qa*on  a  de  plus  la  différence 

ay  v/ —  a  =  açr  v/—  2  +  ^ps  V/ —  a  ; 

desorte  que 

yzznqr+ps. 

Lors  donc  que  notre  formule  xx  -)-  fiyy  doit  avoir  des  facteurs , 
ils  seront  toujours  des  nombres  de  la  même  espèce  que  la  for^ 
mule  y  c'est-à-dire  que  Tun  aura  la  forme  pp  -f-  fiqq^  et  Tautro 
la  forme  tr  +  aw ,  mais  xety  pouri^ont  encore  se  déterminer 
de  deux  manières  différentes,  parceque  q  peut  être  egàlemea 
négatif  et  positif.  Ainsi  on  aura^  1^. 

x=pr'^Qqs,    y=:ps  +  qr, 
et  a^ 

a?  =  pr+a</5,    y-zrips-^qr. 
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174.  Cette  formule  xx-(-  aj^y  renferme  donc  tous  les  liom- 
bres  qui  résultent  de  Taddition  d'un  carré  et  du  double  d*un 
autre  carré  ;  et  voici  Ténumération  de  ces  nombres  poussée 
jusqu'au  nombre  5o. 

•    1,  a,  3,  4,  6,  8,  9,  M,  la,  iS,  17,  18,  19,  aa,  a^, 
a5,  a7,  5a,  33,  34,  36,  38,  41,  43,  44,  49,  5o. 

Nous  diviserons ,  comme  auparavant,  ces  nombres  en  simples 
et  composés  ;  les  simples ,  ou  ceux  qui  ne  sont  pas  complosés 
des  nombres  précédons ,  sont  ceux-ci  :  1 ,  a,  3,  11,  17,  19» 
a5 ,  4l  f  43  >  4.9  >  ^ui  tous ,  excepté  les  carrés  a5  et  49  ,  sont 
des  nombres  premiers;  et  il  faut  remarquer  qu*en  général,  si 
un  nombre,  est  premier  et  ne  se  trouve  pas  dans  cette  suite , 
on  est  sûr  d*y  rencontrer  son  carré.  On  peut  observer  aussi 
que  tous  les  nombres  premiers  qui  sont  contenus  dans 
notre  formule ,  appartiennent  soit  à  l'expression  8/1  +  i  ,  soit 
à8n-4-3,  tandis  que  tous  lés  autres  nombres  premiers ,  savoir 
ceux  qui  sont  compris  dans  les  formules  8/1 +5  «t  8/1+7» 
ne  peuvent  jamais  former  la-sôltrme  d'un  carré  et  d'un  double 
carré  ;  il  est  de  plus  très-certain  que  tous  les  nombres  pre- 
miers qui  sont  contenus  dans  une  des  premières  formulas  , 
8/1 4"  1  ®^  8/1  -f-3,  sont  toujours  résolubles  en  un  carré  joint  au 
double  d'un  carré. 

175.  Passons  à  l'examen  de  la  formule  générale  xx  -f-  cjy , 
et  voyons  moyennant  quelles  valeurs  de  x  et  dey  peuvent  la 
transformer  en  un  produit  de  facteurs. 

Nous  procéderons  comme  ci-dçssus  ;  nous  représenterons  la 
formule  par  le  prQduit  ÇpCfrhy  ^ —  <^)  ( ^  — y  V"^ ^)  »  ®^  tiova 
exprimerons  pareillement  chacun  de  ces  facteurs  par  deux  fac- 
teurs de  la  même  espèce  *,  ç  est-à-dire  que  nous  ferons 

^+^^1/— c  =  (p-f-^V— c)  Cr  +  ^i/— c) 
et  , 

^— ^V/— c  =  (p  — 9V/— c)(r  — ^V^— c); 
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de  là  résulte    . 

xx  +  cyy  =  (^pp  +  cqq)  (rr+  css) , 

et  Ton  remarque  encore  que  les  facteurs  sont  de  la  tnéme 
espèce  que  la  formule.  Quant  aux  valeurs  de  x  et  de  ^  ^  on 
trouvera  facilement  % 

xz=pr  +  cqs  y    yzzzps'-^qr, 
on  bien  aussi 

x=pr~cqs  ,    y=  ps  +  qr, 

et  il  est  aisé  d'imaginer  comment  la  formule  peut  se  résoudre 
en  un  plus  grand  nombre  de  facteurs. 

17S.  n  sera  facile  maintenant  de  procurer  aussi  des  facteurs 
à  la  formule  xx  =  cyy  ;  car  d'abord  on  n'a  qu'à  écrire  —  c  au 
lieu  de  +  c  ;  mais  de  plus  on  peut  les  trouver  inmiédiatement 
de  la  manière  suivante  :  comme  notre  formule  équivaut  au 
produit  (,x+y  \/c)  ('07— ^ l/c) ,  qu'on  fasse 

x-i-y  \/c=(^p+q\/c){r+s\/c), 
et 

x—yi/c  =  {p^q  {/c)  (r  — JV^c), 

et  on  aura  sur-le-champ 

xx^^<yy=z  (^pp-^cqq^Ç^rr-^css)  ; 

ensorte  que  cette  formule  est  ',  de  même  que  les  précédentes , 

égale  à  un  produit  dont  le^  facteurs  lui  ressemblent  pai*  la 

forme.  Pour  ce  qui  regarde  les  valeurs  de  x  et  de  j^,  elles  se 

trouveront  pareillement  être  doubles  ,  c'est-à-dire  qu!on 

aura^  i®. 

x=pr+cqs,   y  =  ps  +  qry 
et  fl**.  -       . 

x'=.pr'^  cqs  y  y  z==:ps  —  qr. 
•         . 

Que  si  on  voulait  faire  la  preuve  et  voir  si  on  obtiendrait  par  là 


l54  é  L  l£  M  E  N  s 

le  produit  qa'on  a  trouvé ,  on  aurait ,  en  essayant  les  première 
Valeurs ,  ly 

XX  =  pprr  +  ùcpqrs  +  ccqqss , 
et 

yy = PP^^ + ^P<t^^  +  qqrr, 
on 

(yy  =  qjpss  -f-  acpqrs  +  cqfçrr  ; 
desorte  que 

^^  ""  9y = PP^  —  cppss  +  ccqqss  —  ccqtfrr, 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  le  produit  trouvé ,  (/^^  —  c^f<j)    ; 
(^rr — css). 

177.  Jusqu'à  présent  nous  avons  considéré  le  premier  terme    | 
sans  coefficient  ;  mais  nous  allons  supposer  à  présent  que  ce 
terme  soit  pareillement   multiplié  par  une  autre  lettre^  et 
nous  chercherons  quels  facteurs  la  formule  axx  +  ^y  peut    j 
acquérir.  i 

Il  est  évident  ici  que  notre  formule  est  égale  au  produit 
(a:  \/a  +y  v/— c)  (x  \/ a — y  i  —  c),  et  il  s'agit  par- 
conséquent  de  donner  de  même  des  facteurs  à  ces  deux  facteurs. 
Or  il  se  présente  ici  une  difficulté  ;  car  si  Ton  voulait ,  d'après 
la  méthode  précédente,  faire 

x\/a+y\/^c  =  (,p\/^a  +  q  </— c)  (^r]/a+s  {/—c) 

z=iapr —  cqs^ps  {/ — ac  +  qti/^^ac, 
et 

X  \/a  —y  \/—  d  =  (p  i/a-^q  \^^  c)  (r  ^/tf — 5  V^-^c  ) 

=  apr'-^cqs'^ps  ^--"Oc — 'qT\/^^aCf 
on  aurait 

ax  ^/a=  aapr  —  flcqfj , 
et 

^J'  V^"~  ^  =  ap^  V/  —  ac  +  fl</r|/—  ac  ; 

c'est-à-dire,  qu*on  trouverait  tant  pour  x  que  pour  y  de» 
valeurs  irrationnelles  ^  lesquelles  ne  peuvent  être  admises  ici. 
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1^.  Mais  on  éludera  cette  dii&culté^  en  faisant 

xv/a+^V^— c=(pV/fl+^i/— c)Cr  +  *V'— oc) 

et 

cette  supposition  donnera  pour  x  et  y  les  valeurs  rationnelles 

suivantes  : 

x  =  pr^r^cqsy  y^=tir  +  aps\ 

et  notre  formule ,  axx  +  fyy»  aura  les  £acteurs  (  app  -f*  <^9  ) 
(rr^i-  acss) ,  dont  l'un  seulement  conserve  la  forme ,  l'autre 
en  ayant  une  différente. 

179.  Il  ne  laisse  pas  cependant  d'y  avoirune  grande  affinité 
entre  ces  deux  formules ,  vu  que  tous  les  nombres  qui  sont 
contenus  dans  la  première  formule ,  multipliés  par  un  nombre 
compris  dans  la  seconde ,  retombent  dans  la  première.  Nous 
avons  déjà  vu  que  deux  nombres  delà  seconde  forme  xx+acyy, 
laquelle  revient  à  la  formule  xx  +  cyy  que  nous  avons  consi- 
dérée ,  étant  multipliés  l'un  par  l'autre^  redonnent  un  nombre 
de  la  même  forme. 

Il  ne  nous  reste  donc  qu'à  examiner  à  quelle  formule  appar- 
tient le  produit  de  deux  nombres  de  la  première  espèce^  ou  de 
la  forme  axx  +  ÇXy* 

Multiplions ,  dans  cette  vue^  les  deux  formules  {txpp  +  cqq  ) 
(  arr  -j-  css),  qui  sont  de  la  première  espèce  ;  il  est  aisé  de 
voir  que  ce  produit  pourra  être  transformé  comme  il  suit  : 
(  apr  -f-  cqs  )*  -f"  ^^  Ç^ps  —  qr  y.  Si  donc  nous  supposons  ici 

apr  +  cqs  =.x,  etps^^qr  z=zy , 

r 

nous  aurons  la  formule  xx  +  o<yy,  qui  est  de  la  dernière 
espèce.  Il  suit  de  là  que  deux  nombres  de  la  première  espèce 


f     * 
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€ixx  +  ç)y  r  itant  muItipMés  l'un  par  Tautre^ ,  donnent  pour 
produit  un  nombre  de  la  seconde  espèce.  Si  nous  indiquons  les 
nombres  de  la  première  espèce  par  I^  et  ceux  de  la  seconde 
par  IJ ,  nous  pouvons  noter  les  conclusions  auxquelles  nous 
Tenons  d'arriver  ^  par 

I.  .1  donne  II  ;  I.  II  donne  I  ;  II.  II  donne  II. 

Et  on  voit  bien  clairement  ce  qui  doit  résulter  de  I4  multiplica- 
tion de  plus  de  deux  de  ces  nombres  ;  savoir  que 

1. 1.  I  fait  I  ;  que  1. 1.  II  fait  II ;  que  I.  IL  II  fait  I. 
Enfin  que  II.  II.  II  fait  II. 

i8o.  Soit,  pour  éclaircir  l'article  précédant,  a  =r  a  et 
c  =  5 ,  il  en  résultera  deux  espèces  de  nombres ,  Tune  con- 
tenue dans  la.  formule  2xx  -j-  '^yy  >  l'autre  comprise  dans  la 
formule  œx  -f-  ^yy.  Or  les  nombres  de  la  première  poussés 
jusqu'à  5o,  sont 

1°.  a,  3,  5,  8,  11 ,  13, 14,  i8,  20,  31,  37,39,  3o, 3a, 35, 

■44,45,48,50.  j 

Et  les  nombres  de  la  seconde  espèce,  poussés  de  même  jusqu'au 
nombre  5o,  sont 

a^  1,  4>  6,  7,  9,  10,  i5,  iG,  sa,  24,  i?5,  28,  3i,  33,  3ff, 

40,  4a,  49. 

Si  donc  nous  multiplions  maintenant  un  nombre  de  Ta  pre- 
mière espèce,  par  exemple  35,  par  un  nombre  de  la  seconde  » 
.«supposons  [far  3i ,  le  produit  io85  sera  sûrement  compris  dans 
la  formule  axx  +  3y^;  ou  bien  on  peut  trouver  pour  y  un 
nombre  tel  que  io85  — 3jjy  soit  le  do.uble  d*uu  carré,  on 
r=ftjca:;  or  cela  arrive  d'abord  quandjrz=3,  dans  lequel  cas» 
x  =  23;  en  second  lieu,  quand ^=ii|,  ensorte  que  x=  19; 
en  troisième  lieu,  lorsque^  =  i3  ,  ce  qui  donne  a:=  17;  et 
enfin,  en  quatrième  lieu ,  quand  j'  =  ^9  *  d'où  résulte  a?  =  1 . 
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On  peut  partager  ces  deux  espèces  de  nombres,  comme  les 
antres  ^  en  nombres  simples  et  en  nombres  composés  ;  on  don«» 
nera  ce  dernier  nom  à  ceux  qui  sont  composés  de  ^eux  ou  de 
plusieurs  des  nombres  plus  petits  de  Tune  ou  de  Vautre  espèce  ; 
ainsi  les  nombres  simples  de  la  première  espèce  seront  ceux-ci  : 
a,  5  j  5,  1 1  ,23 ,  et  les  nombres  composés  de  la  même  espèce^ 
seront  8,  la,  i4,  18,  ao,  ai  ,  37,  3o,  3a,  35,  44>  45 > 
48,  5o,  etc. 

Les  nombres  simples  de  la  seconde  espèce  seront  1 ,  7 ,  3i  , 
et  tous  les  autres  de  cette  espèce  seront  des  nombres  com- 
posés; savoir,  4>  6,  9,  10,  i5,  16,  aa,  04,  a5^  a8^  33,  36, 
'4d,  4a,48. 


'^*<<^^^n»<^i^»^i^i^^  ^tm'  m* 
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CHAPITRE   XII. 

De  la  Transformation  de  la  formule  àxx-l-cyy  en 
des  carrés  et  en  des  puissances  plus  élevées^ 


îSi.N 


V 


ous  atonsdéji  vupttisliaut  qu'il  est  soinretit  imposable 
de  réduire  à  des  carrés  des  nombres  de  la  forme  aacx^€yy\ 
mais  toutes  les  fois  que  cela  est  possible ,  on  peut  trandFormer 
cette  formule  en  une  autre ,  dans  laquelle  a  =  i . 

Par  exemple ,  la  formule  ùpp — qq  peut  devenir  un  carré ,  tt 
comme  elle  peut  aussi  se  représenter  par  (^ +9)*— 1>  (p-f-f  )% 
on  n'a  qu  a  faire 

et  on  parvient  à  la  formule  xx-^-^fiyy^  dans  laquelle  a±=:i 
et  ctsza.  C*est  une  semblable  transformation  qui  a  lien  toutes 
les  fois  que  de  telles  formules  peuvent  devenir  des  carrés.  Ainsi 
quand  il  s*agit  de  transformer  la  formule  €ixx*^€yy  en  un 
carré^  ou  en  une  puissance  plus  haute,  mais  paire,  on  peut>  sans 
balancer ,  supposer  a  =  1  ^  et  regarder  les  autres  cas  comme 
impossibles. 

182.  Soit  donc  proposée  la  formule  xx-f-  (yyt  et  qu^  sVigisse 
d*en  faire  un  carré.  Comme  elle  est  composée  des  facteurs 
(x  + J'V/ — ^)  (-^ — J'i^"*^),  il  faut  que  ces  facteurs  soient 
ou  des  carrés  ou  des  carrés  multipliés  par  un  même  nombre  « 
Car  si  le  produit  de  deux  nombres  >  par  exemple  |  pq ,  doit  êtrtt 
un  carré  ^  il  faut  que 

p  =  rr,   q—ss; 
c*est'à*Hiire ,  que  chaque  facteur  soit  de  soi-même  un  carré  , 
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Hi  bien  que 

p^mnrr,  q^rzmss, 

et  qa*ainsi  ces  facteurs  soient  des  carrés  multipliés  Tun  etTautri 
par  un  même  nombre.  C'est  pourquoi  nous  ferons 

il  s'ensuivra 

et  noua  aurons 

XX  +  çjy=  mm  (^pp  -f-  cg^Yi 

ce  qui  est  tm  carré.  Nous  ayons  de  plus ,  pour  déterminer 
xety,  lès  équations 

X  +y  \/ —  c = mpp  +  «mp^|/— c —  mcqq , 
et 

X — y^-^  c:=smpp  '^  ampq  ^'^C'^  mcqq , 

dans  lesquelles  naturellement  x  équivaut  à  la  partie  rationnelle, 
et^  (/— -  c  à  la  partie  irrationnelle  -,  ainsi 

i    x:=:mpp-^ mcqq ,  j^|/— c=  ampq^ — c,  ouyzzz  ampq  , 

j  et  ce  sont  ces  valeurs  de  x  et  de  ^  qui  transforment  Texpression 
xx'^cyy  en  un  carré  mm  ipp'i^cqqy^  dont  la  racine  est 
mpp  -f*  mcqq. 

i83.  Si  les  nombres  a;  et  ^  ne  doivent  point  avoir  de  diviseur 
commun,  i)  faut  supposer  7np=  i.  Alors  ,  pour  faire  que 
fuc  -J|-  q^  devienne  un  carré  i  on  se  contente  çk  pre9<be 

x^pp-^eqq,  y==z5kpq, 

jceqû  rendla  formule  ég^U  aa  casré  fq»  «^  cqf^ 
On  peut  aussi,  au  lieu  de  &ire 

^=pp^cqq. 
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supposer 

vu  qae  le  carré  xx  ne  laisse  pas  â*être  le  même. 

Les  mêmes  formules ,  au  reste ,  ayant  été  trouvées  plus  1 
par  des  voies  tout-à-fait  différentes ,  il  ne  peut  y  avoii 
doute  sur  la  rigueur  de  la  méthode  que  nous  venons  d'emplo 
En  effets  si  on  yeut  que  xx  +  cyy  devienne  un  carré  ,  pa 

méthode  précédeate ,  on  suppose  la  racine  =  x  -f-  ^,  el 
trouve 

» 

on  eiface  les  xx  ^  on  divise  les  autres  termes  par  j^^  on  mult 

par  qq,  et  ona 

cqqyz^apqx-jrppy,     , 
ou 

divisant  enfin  par  &pq  et  par  y^  il  en  résulte 

X       cqq^-^pp 

y~    ap? 

.Otxety  devant,  ainsi  que  p  etq ,  n'avoir  point  de  divi 
commun ,  il  faut  égaler  x  au  numérateur  ety  au  dénominal 
et  on  obtient  par  là  les  mêmes  résultats  que  nous  yenon 
trouver;  savoir, 

x^cqq—pp,  y  =  Qpq. 

i84«  Cettç  solution  est  bonne,  que  le  nombre  c  soit  p( 
ou  qu'il  soit  négatif  ;  mais  si  de  plus  ce  nombre  a  lui^m 
des  faqteurs,  comme  si  c'était,  par  exemple,  la  fori 
XX  -f-  acyy  iqui  dût  devenir  un  carré ,  on  aurait  non-seulei 
la  solution  précédente ,  qui  donne 

x:=zacqq'^pp  ety  =  Qpq ; 
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Miais  encore  celle-ci 

x  =  cqq  —  app  ,y  =  Qpq: 

car  dans  ce  dernier  cas  on  a  ^  de  même  que  dans  Tautre  ^ 

XX  -j-  acyy  =  ccq^  -f-  aacppqq  +  aap^  =  (c^^  -f-  appYi 

ce  qui  a  lieu  aussi  quand  on  prend  xz=zapp^^cqq ^  parceque 
le  carré  xx  reste  le  même. 

Cette  nouvelle  solution  se  trouve  aussi  par  la  denuère  mé« 
thode  y  de  la  façon  suivante  : 

Qu*on  fasse 

x+y}/—acz=z{p  i/a  +  qi/—c)\ 
et 

x^y{/^ac  =  (p  x/a-^qS/^cy, 

on  aura 

XX  +  acyy  =  (  app  +  cqq  )% 

et  parconséquent  -=.  un  carré  ;  de  plus,  à  cause  de 

X  +y  1/'—  ac  =  app  -f-  ^pq  V^"^  ^^  "^  ^97  > 
et  de 

x-^y  ^^^acT=.app  —  ûpq  ^^-^ac-^cqq , 

on  trouve 

x-=siapp^-^cqq  y  yzmQpq* 

Il  est  clair  aussi  que  si  le  nombre  ac  est  résoluble  en  dettt 
facteurs  d'un  plus  grand  nombre  de  manières,  on  pourra  trouver 
aussi  un  plus  grand  nombre  de  solution  s  < 

i85.  Éclaircissons  tout  cela  au  moyen  de  quelques  formules 
déterminées;  et  d'abord  ,  si  c*est  la  formule  xx  -j-yy  qui  doit 
devenir  un  carré  ,  nous  avons  ac  =  i  ;  ainsi 

x^pp--qq,ety=iQpq, 

ffoù  résulte 

xx+yy  —  ipp  +  qqy. 

Si  on  veut  que 

^x  — *jy  ^==^wi  carré  ; 
a.  L 
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on  a 

ac  =  —  1  ; 
ainsi  on  prendra 

«t  il  résultera  de  là 

xx'^yy=(^pp—qqy. 

Veut-on  que  la  formule 

a7X-|-fl)y=un  carré; 

on  a 

ac  =  a  ; 

qu'on  prenne  donc 

X  ^scpp  —  açç ,  ou  x  =  tipp^-qq  et  y  =  a/19 , 

et  on  aura 

xx  +  Qyy=  {pp  +  aqf(7)% 

ou 

xx  +  ayy=:(^Qpp+qqy. 

Si,  en  quatrième  lieu ,  on  veut  que 

XX  —  ajjy  ==  un  carré , 
où  €ic  =  — a^  on  aura 

^  =  PP  +  ^9^>  y  —  ^P^'f 
donc 

a:»  —  fl)y  =  (  pp  —  aqfç  )•. 
Qu  on  veuille  enGn  que 

XX  +  Gjy  =  un  carré , 
on  aura  ac  =  6 ,  et  parconséquent 

aî=  1,  c=6,  oua=:ay  c:=iZ\ 
dans  le  premier  cas 

X  =pp  —  Çqq ,  et jf» a^pç. 
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desorte  que 

XX  +  6yy  :=iz  (^pp  +  6qq  y  \ 

dans  le  second  cas 

x=zapp  —  5qq >  et  V  =  zpq  : 
ou  resuite 

XX  +  6yy  =  (  zpp  +  5qq  y. 

i8G.  Mais  si  c'est  maintenant  la  formule  axx-^cyy  qu'on 
doit  transformer  en  un  carré  ;  comme  nous  avons  prévenu  que 
cela  n'est  possible  que  lorsqu'on  connaît  déjà  un  cas  dans 
lequel  cette  formule  devient  réellement  un  carré,  nous  sup- 
poserons que  ce  cas  donné  ait  lieu  pour 

desorte  qu'alors 

et  nous  remarquerons  que  cette  formule  peut  se  transforïner 
en  une  autre  de  la  forme  tt  +  acuu ,  si  l'on  fait 

afx+cgy  gx—fy^ 

!     car  en  effet,  si 

;  «_  flQj^xjg  4-  aacfgjoy  +  ccggyy 


on  à 

*  hh 

_axx  (^qff  +  cgg)  +  cyy  (^aff  +  cgg) 
—  hh 

ûinsi,  puisque 

on  a 

tt  -f-  acuuz=:axx  +  çjy  ; 
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0r  nous  avons  donné* des  règles  faciles  pour  transformer  en  on 
carré  l'expression  tt  -|-  acuu ,  à  laquelle  nous  venons  de  rédiûie 
la  formule  proposée  axx  -f-  cyy. 

187.  Allons  à  présent  plus  loin,  et  voyons  comment  la  for^ 
mule  axx  -t*  ÇXy>  ^^uis  laquelle  x  ety  sont  supposés  n'avoir 
aucun  diviseur  commun >  peut  se  réduire  à  un  cube.  Les  règles  ' 
données  plus  haut  ne  suffisent  plus,  tandis  que  la  méthode 
que  nous  avons  indiquée  en  dernier  lieu ,  s'applique  ici  avec  le 
plus  grand  succès;  et  ce  qui  est  surtout  digne  de  remarque, 
G^est  que  la  formule  peut  toujours  être  transformée  en  un  cube,  [ 
quels  que  soient  les  nombres  a  et  c  ;  ce  qui  n'avait  point  lien  ^ 
pour  les  carrés ,  à  moins  qu'on  n'eût  déjà  un  cas  connu  ;  et  1 
ce  qui  n'a  également  pas  lieu  pour  aucune  des  autres  puis-  | 
«ances  paires;  la  solution  au  contraire  est  toujours  possible  pour  ^ 
les  puissances  impaires,  telles  que  la  troisième ,  la  cinquième,  ^ 
la  septième,  etc. 

188.  Lors  donc  qu'il  s'agira  de  réduire  en  cube  la  formule 
axx  4-  cyy,  on  supposera  d*une  manière  analogue  à  celle  qu'on    \ 
a  employée 

et 

xi/a-~y  \/ — c:=z(^p  |/a  —  q  [/ — c)^; 

le  produit  (  app  +  cqq  )' ,  qui  est  un  cube ,  sera  égal  i  la  for- 
mule axx  -f-  cyy.  Mais  on  cherche  aussi  à  déterminer  pour 
a;  et  ^  des  valeurs  rationnelles  ,  et  heureusement  on  y  réussit. 
En  effet,  si  Ton  prend  réellement  les  deux  cubes  indiqués,  on 
a  les  deux  équations 


xy/a+y  \/ —  c = ap"  i/a+oappq^ — c — Scpqq  {/a-^^cfl^ 

et 

X  l/a— :y  V^ —  czrzapp  y/^a-^Zappq  j/— e — Zcppq  v/a+cç'j/ 

desquelles  il  suit  évidemment  que 

xz=,af^^Zcpqq,  y:=i5^q^cq\ 


I 
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a'on  dicrche,  par  exemple,  deux  carria  xx  ttyy,  dont  U 
ne  XX  -\-yy  fasee  un  cube.  Puigqa'ici 


nra 

iii  donne 

iteoant 

rouye 


xx+yy=(_pp  +  q(ty. 

P  —  a,  q  =  i, 

x  =  a  ,  ^=:îii  ; 

xx+yy—ia5  =  S'. 

ig.  CoDudérons  aussi  la  fonaule  xx  +  5yy  dans  le  dessein 
a  faire  égale  à  un  cnbe  :  comme  nous  avons  poui  cet 


résulte 

e  formule  se  présente  assez  souvent  ^  c'est  une  raison  poir 
onner  ici  du  moins  les  cas  les  pins  faciles. 


' 

<? 

X 

y 



, 

1 

8 

o 

64  =   4> 

s 

i 

lo 

tt 

343=   7" 

1 

a 

35 

i8 

SI97  =  ,3' 

3 

1 

0 

M 

,7=8  =  .»■ 

i 

3 

8o 

Ta 

aigSa  r=  a8' 

■i 

a 

8. 

3o 

9261    =  3t* 

a 

3 

,S4 

45 

119791  =  3i^ 
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190.  Sans  la  condition  que  les  deux  nombres  x  et  jf  ne 
doivent  point  avoir  de  commun  diviseur ,  la  question  ne  serait 
sujette  à  aucune  difficulté  ;  car  si  axx  +  (yy  devait  être  un 
cube ,  on  n'aurait  qu'à  faire 

x  =  tzz,yz=nuz, 

et  la  formule  deviendrait  attz  -f-  cuuzz\  on  l'égalerait  au  cube 
-3,  et  on  trouverait  aussitôt 

2  =z  1/3  (  ai ^  -f-  cuu  )  ; 

parconséquent  les  valeurs  cherchées  de  a:  et  de  ^  seraient 

x:=it{^  (  aW  +  cuu  ) ,  y  =  uii^  (  ait  +  cuu  ) ,      \ 

lesquelles  ont ,  outre  le  cube  v^ ,  aussi  la  quantité  att  -f-  cuu 
pour  commun  diviseur  ;  desorte  donc  que  cette  solution  donne 
sur-le-champ 

axx  -f-  (yy  =  v^  (  att + cuu  y  {att + cuu  )  =  1/^  (  aW  +  cuu  y, 

ce  qui  est  évidemment  le  cube  de  v*  (^ att 'j- cuu), 

191 .  La  méthode  dont  nous  avons  fait  usage  en  dernier  lieu, 
est  d'autant  plus  remarquable ,  que  c'est  par  le  moyen  de  quan- 
tités  irrationnelles  et  même  imaginaires  ^  que  nous  sommes 
parvenus  à  des  solutions  qui  demandaient  absolument  des 
nombres  rationnels  et  même  entiers.  Mais  ce  qui  est  encore 
plus  digne  d'attention ,  c'est  que  ,  dans  le  cas  où  Tirrationna- 
lité  s'évanouit ,  notre  méthode  ne  peut  plus  avoir  lieu.  En 
effet ,  lorsque  ,  par  exemple  ,  la  formule  xx  +  cyy  doit  être 
un  cube,  on  ne  peut  qu'en  inférer  que  ses  deux  facteurs  irra- 
tionnels, X  -^y  \/ —  c  et  X — y  ^/ —  c ,  doivent  pareillement 
être  des  cubes ,  vu  que  x  et  y  n'ayant  point  de  diviseur 
commun,  ces  facteurs  ne  peuvent  pas  non  plus  en  avoir.  Mais 
si  les  radicaux  disparaissaient  ^  comme ,  par  exemple ,  dans  le 
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le  cas  de 


> 


ce  principe  n'aurait  plus  lieu  ;  parcequ'il  se  pourrait  très-bien 
que  les  deux  facteurs,  qui  seraient  alors  x  +  j^  et  a?  —  j^  , 
eussent  des  diviseurs  communs ,  quand  même  x  et  y  n'en 
auraient  pas  ;  ce  qui  arriverait,  par  exemple,  si  ces  deux  lettres 
exprimaient  des  nombres  impairs. 

Ainsi,  lorsque  xx — yy  doit  devenir  un  cube,  il  n'est  pa» 
nécessaire  que  tant  x  -{-y  que  x  ^^y  soient  d'eux-mêmes  des 
cubes  ;  mais  on  pourra  supposer 

x+y  =  Qp^,    x^y=:4q^\ 

et  la  formule  xx  —  yy  sera  incontestablement  un  cube  ,' 
puisqu'on  la  trouvera  =  Sp^q^ ,  dont  la  racine  cubique  est 
2pq,  On  aura  de  plus 

x  =  p3  4-  aq^ ,  y  =p^—  2</^. 

Lorsqu'au  contraire  la  formule  axx  -f-  cyy  n'est  pas  résoluble 
en  deux  facteurs  rationnels  ,  on  ne  pourra  trouver  d'autres  so- 
lutions que  celles  qui  ont  été  données. 

19a.  Nous  éclaircirons  les  recherches  qui  précèdent  par'quel-^ 
ques  questions  curieuses. 

Question  première.  On  demande  un  carré  xx  en  nombres 
entiers ,  et  tel  qu'en  y  ajoutant  4  ,  la  somme  soit  un  cube  j  I» 
cas  a  lieu  pour  xx=z  121 ,  mais  on  veut  savoir  s'il  y  a  d'autres 
cas  semblables  ? 

Comme  4  ^st  un  carré,  on  cherchera  d'abord  les  cas  014 
XX  +yy  devient  un  cube  ;  or  nous  en  avons  trouvé  un  qui  \ 
lieu  ^  si 

x:=zp^^3pqq,  y=i5ppq^q\ 

Puis  donc  que^j^  =  4,onaj/  =  dba|et  parconséquent 

5ppq'^q^z=z  -|-  a^  ou  Sppt;  —  ç' =;=  —  a  : 
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dans  le  premier  cas  on  a  donc  * 

ainsi  q  est  un  diviseur  de  a. 

Cela  posé ,  supposons  premièrement  q=i\  nous  aurons 

5pp  —  1  =  a  ;  donc  p  =  i , 
d*où  dérivent 

Si  nous  supposons ,  en  second  lieu ,  9  ==:  â ,  nous  avons 

6/ip  —  8  =  ±:  a  ; 
que  si  nous  admettons  le  signe  4- 1  nous  trouvons 

d'où  résulterait  une  valeur  de  p  irrationnelle ,  et  qui  ne  peut 
^voir  lieu  ici;  mais  si  nous  considérons  le  signe  -^,  nous 

avons 

6pp  3=  6  ,  p  =  1  ;  donc  a:  nie  1 1 . 

Voilà  les  seuls  cas  possibles  y  et  on  en  conclut  queles'deux  carrés 
4  et  121  sont  les  seuls  qui  ^  ajoutés  à  4>  donnent  des  cubes. 

193,  Question  deuxième.  On  cherche  en  nombres  entiers 
d'autres  carrés  que  q5,  qui,  ajoutés  à  2 ,  donnent  des  cubes. 

Puis  donc  que  xx  +  a  doit  devenir  un  cube ,  et  puisque  a 
est  le  double  d'un  carré  ^  déterminons  d'abord  les  cas  où  la 
formule  xx  +  oyy  devient  un  cube  •  nous  avons  pour  cet  effet, 
par  Tarticle  1 88 ,  où  a  =  1  et  c  =  a  ;  nous  avons ,  dis-je , 

X =p^  —  6pqq  ety  =  5ppq  —  a^^  ; 

il  faut  donc ,  à  cause  de  jr  =  ±:  1 ,  que 

Sppqf  —  ag5  =5  9  (3/7p  — a^?)  =±;  1 , 
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et  parconséquent  que  q  soit  un  diviseur  de  1 . 
Soit  donc  9  =  1  >  et  nous  aurons 

5pp  —  2  =  ±:  1  ; 

si  nous  prenons  le  signe  supérieur^  nous  trouvons  , 

5pp  =  3 ,  donc  p  z=:  1 ,  et  a:  =  5  ; 

et  si  nous  adoptons  Vautre  signe ,  nous  parvenons  à  une  valeur 
de  p ,  qui  étant  irrationnelle ,  ne  nous  est  d'aucun  usage  ;  il 
s'ensuit  donc  qu'il  n'y  a  pas  de  carré ,  hors  226  ^  qui  ait  la  pro- 
priété désirée. 

194.  Question  troisième.  On  cherche  des  carrés  qui ,  mul- 
tipliés par  5  et  ajoutés  à  j,  produisent  des  cubes  ;  ou  bien  on 
demande  que  5xx  +  7  soit  un  cube. 

Qu'on  cherche  premièrement  les  cas  où  5xx  +  jyy  devient 
un  cube;  on  trouvera  par  l'article  188,  où  a=:5  et  c  =  7, 
^'il  faut ,  pour  cela^  que 

X  =  5p^  —  !iipqq ,  y  =  ^^ppç  —  79'; 

^si^  comme  dans  notre  exemple ,  ^  =  db  1 ,  on  a 

i5pp9  — 773  =  9  (i5/3p  — 797)  =±1, 

il  faut  donc  que  q  soit  un  diviseur  de  1  ;  c  est-à-dire ,  que 
9=:  1  ;  on  aura  parconséquent 

i5pp— 7  =  ±:i, 

d'où  résultent^  dans  l'un  et  l'autre  cas,  des  valeurs  de  p  qui 
sont  irrationnelles  ;  mais  il  ne  faut  cependant  pas  se  presser  de 
conclure  que  la  question  est  impossible,  vu  que  p  etq  pourraient 
être  des  fractions  telles  que  y=^i,  et  que  x  devînt  un  nombre 
^tier  ;  et  c'est  ce  qui  arrive  réellement  ;  car  si 

■M      L  1  r«     — >     I 
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on  trouve 

mais  il  est  vrai  qull  n*y  a  pas  d'autres  fractions  qui  rendent  h 
solution  possible. 

195.  Question  quatrième.  On  demande  en  nombres  entiers 
des  carrés  dont  le  double ,  diminué  de  5,  soit  un  cube;  ou  bien 
on  veut  que  zxx  —  5  soit  un  cube. 

Si  nous  commençons  par  chercher  les  cas  qui  conviennent  a 
la  formule  zxx  —  5yy ,  nous  avons  dans  le  ,  1.88*  article 
a  =  2 ,  et  c  =  —  5  ',  ainsi  ■ 

x=  2p^  +  i5pqq ,  y  =  6ppq  +  5q^.  { 

Or  que  ^  =  db  1 ,  et  conséquemment  i 

6ppq  +  5q^  =  q  {Spp  +  5qq')=±i  ;  | 

et  comme  cette  condition  est  impossible  en  nombres  entiers  et  s 
même  en  fractions  ,  ce  cas  devient  très- remarquable ,  puis- 
qu'il  existe  cependant  une  valeur  de  x  qui  satisfait  ;  savoir 
X  z=  4>  ^Q  effet ,  dans  ce  cas 

s^xx  —  5  =  37 , 

ou  égal  au  cube  de  3.  Il  est  important  de  rechercher  la  raison   ,; 
de  cette  singularité.  * 

196.  Non-seulement  il  est  possible,  comme  nous  l'avons 
reconnu  ,  que  la  formule  zxx  —  5yy  soit  un  cube  ;  mais  de 
plus ,  la  racine  de  ce  cube  a  la  forme  app  —  5qq ,  comme  on 
peut  s'en  convaincre  en  faisant 

^  =  4>  y  =  1  >  et  p  =  a  ,  qf  =  1  ; 
ainsi  nous  connaissons  un  cas  où  ^ 

axx  —  5xy  =  (2/77  — 5q'qf)^  -^ 

quoique  les  deux  facteurs  de  2xx  —  Syy ,  savoir  x ^/a  +y  \/if  /^ 


f 

t 
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et  o:  ^  a  — ^  ^  5 ,  qui ,  suivant  notre  méthode ,  devraient  être 
les  cubes  dep^/a+^V^S,  etdep^/a  —  (/y'S,  ne  soient 
pas  des  cubes  \  car  dans  notre  cas 

a:\/2+j^\/5  =  4v^2  +  V/5, 
au  lieu  que  ^ 

(pV/2  +  (7\/ 5)3=  (2\/a+V^5)3  =  4Gy 2  +  29 \/5; 
ce  qui  n'e.st  nullement  identique  avec  4  V^a  +  ^5. 

Mais  il  faut  remarquer  que  la  formule  rr —  \oss  peut  de- 
venir 1  ou  —  1  d'une  infinité  de  manières  ;  par  exemple ,  si 
r  =  3et5=i,  sir=i9etj  =  G;et  cette  formule  multipliée 
par  2/7/7—  Sqq  reproduit  un  nombre  de  cette  dernière  forme. 

Soit  donc 

ff—iogg=i, 

et  au  lieu  de  supposer,  comme  nous  avons  fait  ci-dessus , 

Qxx  —  5yy  =  (  app  —  5qq  y, 

nous  pourrons  poser,  plus   généralement, 

axx  — 5)y  =  (^— log-g-)  i!^pp  —  5qqy; 

desorte  que  prenant  les  facteurs ,  nous  aurons 

x\/2±:y\/5=z(J:tf;i/io)ipi/2±:q)/5y. 
Or 

{p \/!i±:q\/ 5y=:i(^2p^  +  i5pqq)\/ 2  ±L(^6ppq  +  5q^)  {/ 5  ; 

et  si ,  pour  abréger,  nous  écrivons  j4 \/ a  -^ B  \/ 5  klsi  place 
de  cette  quantité ,  et  que  nous  multiplions  par  f-^  g  l/ 10 , 
nous  aurons  Af\^2  +  I^fV^  +  ^ ^^S  V^  5  +  SBg  \/a  à égaley 
à  a;  ^2  -J-y  V  5,  d'où  résulte 

0?  =3  ^/+ 55g,  ;^  ==  ^/+ 2^g:  ; 


173  É  L  é  M  E  N   s 

or ,  puisquil  faut  que  jr  =  ±:  1 ,  il  n'est  pas  absolument  nfeei^ 

saire  que 

6ppq  +  5(7*  =  1  ; 

au  contraire ,  il  suffit  que  la  formule  Bf+*iAg,  c'est-à-dire  q«e 
/(6pp<7  +  5<73)  +  ag(ap3+  i5p^,)  =±1; 

desorte  que  f  et  g  peurent  avoir  plusieurs  valeurs.  Soit,  par 
exemple  ,  /■==  5  et  g  ==  1  ,  il  faudra  qu'on  ait 

iiSppq+iSq'  +  4p^-hZopqq)=:±i, 

ou  bien  que 

4p^  +  iSppq  +  Zopqq  +  \Sq^  =  ±:  1.  ^ 

1^7.  Cette  difficulté  de  déterminer  tous  les  cas  possibles  de    | 
cette  espèce  ,  n'a  lieu  cependant  que  lorsque  dans  la  formule    » 
axx  4-  cyyy  le  nombre  c  est  négatif  \  et  la  raison  en  e»t  qu'alors    \ 
cette  formule ,  ou  bien  cette  autre  xx  —  acyy  qui  en  dépend,    ^ 
peut  devenir  =  1  ;   ce  qui  n'arrive  jamais  quand  c  est  un    f 
nombre  positif ,  parceque  €ixx  -f-  cyy ,  ou  xx  +  û^cyy*  donne    ; 
toujours  des  résultats  d'autant  plus  grands  que  les  valeurs  de  x    j 
et^  sont  elles-mêmes  plus  grandes. C'est  pourquoi  la  méthode  que    | 
nous  venons  d'expliquer,  ne  peut  s'employer  avec  avantage  que 
dans  les  cas  où  les  deux  nombres  a  et  c  ont  des  valeurs  positives. 
198.  Passons  maintenant  au  quatrième  degré,  et  commençons 
par  observer  que ,  si  la  formule  axx  +  cyy  doit  devenir  un 
bi-carré ,  il  faut  que  a  =  1  ;  car  si  ce  nombre  n'était  pas  un 
carré ,  il  ne  serait  pas  même  possible  de  transformer  la  for- 
mule en  un  carré  ;  et  si  cela  était  possible ,  on  pourrait  aussi 
lui  donner  la  forme  tt  +  acuu  ;  c'est  pourquoi  nous  n'éten- 
drons la  question  qu'à  cette  dernière  formule ,  qui  revient  à  la 
précédente  xx  +  (yy ,  dans  la  supposition  de  a  =  1 .   Cela 
posé,  il  s'agit  de  voir  quelle  doit  être  la  nature  des  valeurs 
de  a;  et  de  ^,  pour  que  la  formule  xx  +  cyy  devienne  un 
carré-carré.  Or  comme  elle  est  composée  des  deux  facteurs. 
( X -^y  \/ —  c )  (a;  — j'  \/ —  c) ,  il  faut  que  chacun  de  ces 
facteurs  soit  aussi  un  carré-carré  de  la  même  espèce;  et  oa 
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doit  faire 

d'où  il  résulte  que  la  formule  proposée  devient  égale  au  bi- 
carré (^pp  +  cqq  y.  Quant  aux  valeurs  de  x  et  dey ,  elles  se 
déterminent  facilement  par  le  développement  qui  suit  : 

^+y  V—  c = P^ + 4p^q  \/—  c — ^cppqq  +  cc<7*—  é^cpq^  4/—  c , 
x^y\/ — c^=:,p^ — if?q^ — C — 6cppqq+ccq^+4cpq^\^ — c; 

donc  X  =:  p4  —  6cppqq  +  ccq^ ,  y  =  4p^q  —  4^pq^, 

199.  Ainsi,  lorsque  xx  +  yy  doit  être  un  bi-carré,  comme 
actuellement  c  =  1 ,  nous  avons 

x=zpi  —  6ppqq  +  94,  j  =  4p3  q^4pq^  ; 

cnsorte  que 

Supposons ,  par  exemple ,  p=:Q  etq=  1^  et  nous  trou- 
verons 

d'où  résulte 

XX  -^yy  =  826  =  54. 

Si  p  =  3  et  9  =  a ,  nous  obtenons 

a:=ii9,  y=^  120, 
ce  qui  donne 

XX  -^yyzz^  i34. 

aoo.  Quelle  que  soit  la  puissance  paire  dans  laquelle  il 
Bagisse  de  transformer  la  formule  axx  -f-  <yy  9  ^  est  toujours 
absolument  nécessaire  que  cette  formule  puisse  être  réduite 
à  un  carré  ;  mais  il  suffit  pour  cet  effet  qu'on  connaisse  xu^ 
ieul  cas  où  cela  arrive  ;  car  on  pourra  ensuite  transformer 
U  formule^  comme  nous  avons  vu^  en  une  quantité  de  la 
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forme  tt'^acuu  y  dans  laquelle  le  premier  terme  tt  ii^est  i&lil- 
tiplié  que  par  i  ;  desorte  qu'on  peut  la  regarder  comme  étant; 
contenue  dans  l'expression  xx  -f-  (yy\  et  c*est  d*une  manière 
toujours  semblable  qu'on  peut  donner  à  cette  dernière  expres- 
sion la  forme  d'une  sixième  puissance  ou  d'une  puissance  paiie 
plus  haute  quelconque. 

SOI.  Cette  condition  n'est  pas  requise  pour  les  puissances 
impaires  ;  et  quels  que  soient  les  nombres  a  et  c ,  on  pourra 
toujours  transformer  la  formule  axx  -f-  <yy  en  une  puissance 
impaire  quelconque.  Qu'on  demande^  par  exemple^  la  cin- 
quième^ on  n'aura  qu'à  faire  ' 

x\/a+y  V/—  c=ip\/a  +  q  \/—  c  )*, 
et 

x\/a—y\/—c  =  (^p\/a—q\/—cf,  i 

et  on  obtiendra  évidemment  | 

} 

de  plus,  comme 

on  trouvera  avec  la  même  facilité 
oczzzaap^ — 1  oacp^qq  +  5ccpq^,  y = Saap^q^^ioacppq^+ccq^,   l 

Si  donc  on  demande  que  la  somme  de  deux  carrés^  ofl  ^ 
xx-i^yy,  soit  en  même  temps  une  cinquième  puissance,  on  - 
aura  a  ==  i  et  c  =  i  ;  donc  - 

x  =  p^  —  lop^qq  +  5pqf4,  y  =  Sp^q  —  loppq^  +  q^,  ^      ,^ 
et  en  faisant  de  plus  p  =  3et<^=i,  on  trouvera 

a:  =  38,  j' =41  ;  ^ 

parconséquent  - 
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CHAPITRE    XIII. 

De  quelques  expressions  de  la  forme  ax^  +  bj^, 
qui  ne  sont  pas  réductibles  à  des  carrés. 


fi02.  v>^N  s'est  donné  beaucoup  de  peine  pour  trouver  deux 
bi-carrés ,  dont  la  somme  ou  la  différence  fût  un  carré;  mais 
inutilement 9  et  même  on  est  parvenu  à  la  Sn  à  démontrer  que 
ni  la  formule  afi  +y^  >  ni  la  formule  a^  — y^  ,  ne  peuvent  de- 
venir des  carrés ,  si  ce  n'est  dans  les  cas  évidens  où ,  dans  la 
première  ,  a:  ou  j^  =  o ,  et  où ,  dans  la  seconde ,  y  •=:  o  ou 
y^x,  La  chose  est  d'autant  plus  remarquable ,  qu'on  peut 
trouver,  comme  on  Ta  vu ,  une  infinité  de  solutions,  lorsqu'il 
ne  s'agit  que  de  simples  carrés. 

!2o3.  Nous  allons  donner  la  démonstration  dont  nous  venons 
de  parler ,  et  afin  de  procéder  par  ordre ,  nous  remarquerons 
avant  toutes  choses  que  les  deux  nombres  x  Qty  peuvent  être 
regardés  comme  premiers  entre  eux.  En  effet ,  ai  ces  nombres 
avaient  un  commun  diviseur ,  comme  on  pourrait  faire  x  =  dp 
et  oc=dqy  nos  formules  deviendraient  d^p^-^d^q^  et  cPp^ — d^q^', 
ces  formules ,  si  elles  étaient  des  carrés ,  resteraient  des  carrés 
étant  divisées  par  d^  ;  donc  aussi  les  formules  p^-^q^  et  p^-^q^, 
dans  lesquelles  p  et  <y  n*ont  plus  de  commun  diviseur,  seraient 
des  carrés  ;  parconséquent  il  suffira  de  prouver  que  nos  for- 
mules ,  dans  le  cas  où  x  et  ^  sont  des  nombres  premiers 
entre  eux,  ne  peuvent  devenir  des  carrés ,  et  notre  démonstra- 
tion s'étendra  d'elle-même  à  tous  les  cas  où  x  et  j'  auraient 
ies  diviseurs  communs. 


\ 
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304.  Nous  commencerons  donc  par  la  somme  de  denznr 
carrés ,  savoir  par  la  formule  x*  -f-  ^ ,  et  en  considérant  xet  j 
comme  des  nombres  qui  sont  premiers  entre  eux.  Il  s'agjt  tt 
prouver  que  cette  formule  ne  peut  devenir  un  carré  que  dans 
les  cas  mentionnés  ci-dessus  :  or  voici  les  raisonnemens  que 
cette  démonstration  exige. 

Nier  la  proposition,  ce  serait  prétendre  qu'il  peut  y  avoir 
des  valeurs  de  a;  et  de  jr,  telles  que  jp*  +^*  fut  un  carré, 
quelque  grandes  qu'elles  fussent  ;  puisqu'il  n'y  en  a  pas  de  < 
petites. 

Or  on  peut  faire  voir  clairement  que  si  x  et  y  avaient  des 
valeurs  satisfaisantes ,  on  pourrait ,  quelque  grandes  que  fussent 
ces  valeurs,  en  déduire  de  moindres  pareillement  satisfai' 
santés,  tirer  de  celles-ci  des  valeurs  encore  plus  petites,  et 
ainsi  de  suite.  Puis  donc  qu'on  ne  connaît  aucune  valeur  en 
petits  nombres ,  excepté  les  deux  cas  ci-dessus  qui  ne  mènent 
pas  plus  loin ,  on  peut  aussi  conclure  avec  assurance  qu'fl 
•  n'existe  point  de  valeurs  de  x  et  de  j^de  la  nature  de  celles  qu'on 
cherche  ,  et  pas  même  dans  les  plus  grands  nombres.  La  pro-* 
position  avancée  à  l'égard  de  la  différence  de  deux  bi-carrés, 
x^  —  y^,  se  démontrera  par  le  même  principe ,  comme  on  le 
verra  plus  bas. 

2o5.  Ce  sont  les  points  suivans  qu'il  faut  considérer  mainte- 
nant ,  si  on  veut  se  convaincre  que  oc^-^-y^  ne  peut  devenir  un 
carré  que  dans  les  cas  évidens  dont  nous  avons  parlé. 

1®.  Puisque  nous  supposons  que  x  ety  sont  des  nombre» 
premiers  entre  eux  ,  c'est-à-dire ,  qui  n'ont  point  de  commun 
diviseur,  il  faut  qu'ils  soient  ou  impairs  tous  les  deux,  ou  que 
l'un  soit  pair  et  que  l'autre  soit  impair. 

2**.  Mais  ils  ne  pourraient  être  impairs  tous  deux,  parce- 
que  la  somme  de  deux  carrés  impairs  ne  peut  jamais  être  un 
carré  ;  car  un  carré  impair  est  toujours  contenu  dans  la  for- 
mule 4^*  +  1 ,  et  parconséquent  la  somme  de  deux  carrés  im- 
pairs dura  la  forme  4^  -f  ^  ;  ^^  ^P^  ^^^^  divisible  par  a  „  mai» 
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non  par  4  >  ne  peut  être  un  carré  (70).  Or  ce  que  nous  venons 
de  dire  doit  s'entendre  aussi  de  deux  bi-carrés  impairs. 

3®.  Si  donc  xi^+y^  doit  être  un  carré  ^  il  faut  qu'un  des 
termes  soit  pair^  et  que  l'autre  soit  impair.  Or  nous  avons  vu 
plus  haut  que ,  pour  que  la  somme  de  deux  carrés  soit  un  carré ^ 
2  faut  que  la  racine  de  l'un  puisse  être  exprimée  par  pp  -—  99  ^ 
et  celle  de  l'autre  par  sipq  ;  donc  il  faudrait  que 

xx'=zpp  —  qq    et  yy  —  ^pq> 
et  on  aurait 

cc^+f^{pp  +  qqy. 

4^.  Ici  parconséquent^  serait  pair  et  xx  serait  impair  ;  m^dt 
puisque 

XX  =:  pp  — .  qq, 

il  faut  aussi  que  des  deux  nombres  petq,  Tun  soit  pair  et 
Vautre  impair.  Or  le  premier  p  ne  peut  être  pair ,  parceque  s'il 
l'était  9  pp^^  qq  serait  un  nombre  de  la  forme  4^*  +  3  >  «t 
ne  pourrait  devenir  un  carré.  Donc  il  faudrait  que  p  fût 
impair  y  et  que  q  fût  pair,  et,  en  ce  cas,  il  est  clair  que  cet 
nombres  seront  premiers  entre  eux. 

5**.  Pour  que  pp  —  qq  devienne  un  carré  ou  =  xx ,  il  faut, 
comme  nous  avons  vu  plus  haut,  que 

p  =  rr  +  w  et  7  =  arj  ; 
car,  en  ce  cas, 

XX  r^(^rr-^ssy   et   x=rr  — w.' 

6^.  Or  il  faut  qjneyy  soit  pareillement  un  carré;  et  puisque 
nous  avions 

ftous  aurons  à  présent 

yy=:z/^s(rr  +  ssy, 

desorte  que  cette  formule  doit  être  un  carré  ;  donc  it  hut 
».  M       ■ 
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aussi  que  rs(^rr  +  ss^  soit  un  carré  :  et  remarquons  que  r  et  s 
sont  des  nombres  premiers  entre  eux^  de  façon  que  les  troi» 
facteurs  de  cette  formule ,  savoir  r ,  i,  et  rr  +  «^^ >  n'ont  point 
de  commun  diviseur. 

7**.  Or,  quand  un  produit  de  plusieurs  facteurs  qui  n'ont 
point  de  diviseur  commun,  doit  être  un  carré,  il  faut  que 
chaque  facteur  soit  de  lui-même  un  carré  ;  ainsi  on  fera  r=:^^ 
et  i  =  uu,  et  il  faudra  que  .,v 

t*  +  u*=  un  c^rrji. 

Si  donc  oc*  +  w*  était  un  carré ,  notre  formule  i*  -f"  u*,  qui 
est  pareillement  la%omme  de  deux  bi-carrés,  serait  de  mêdM 
un  carré:  £t  il  est  bon  d'observer  ici  que  puisque 

les  nombres  t  et  u*  seront  évidemment  bien  plus  petits  que  4 
et j^,  vu  que  x  et  j^  se  déterminent  même  par  les  quatrième^ 
ptûssances  de  <  et  de  u ,  et  ne  peuvent  parconséquent  que  de^ 
venir  Bien  plus  grands  que  ces  nombres. 

8^  Il  suit  de  là  que  si  on  pouvait  assigner,  quand  même  et 
serait  en  nombres  très-grands ,  deux  bi-carrés ,  comme  x^  et 
y^ ,  dont  la  somme  fût  un  carré  ,  on  pourrait  en  déduire  une 
somme  de  deux  bi-*carrés  beaucoup  plus  petits ,  qui  serait  pa- 
reillement un  carré  ;  cette  nouvelle  somme  en,  fierait  tronveï 
ensuite  une  autre  de  la  même  nature  et  encore  plus  petite,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  piarvîiit  à  des  nombres  très- 
-petit».  Or  une  telle  somme,  en  nombres  très-petits,  n'étantpas 
possible ,  il  s'ensuit  évidemment  qu'il  n'y  en  a  apcuae  qa'cHi 
puisse  exprimer  par  des  nombres  trèrs-grands. 

9**.  On  pourrait  objecter ,  à  la  vérité,  qu'il  existe xmwBommo 
de  l'espèce  dont  nous  parlons ,  en  nombres  très-petits ,  savoir 
dans  le  cas  dont  nous  avons  fait  mention ,  où  l'un  des  deux  bi- 
x^rrés  devient  zéro  ;  mais  nous  répondons  qu'on  n'arrivera  cer- 
tainement pas  i  ce  cas,  en  revenant  des  nombres  très-gran(b 
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9asx  plus  petits,  stiiyant  la  métlLode.  indiquée;  car  si  dans  la 
petite  somme  ou  dans  la  somme  réduite  t*— ii4,  on  avait 
trio  ou  u  =  o,  on  aurait  nécessairement  yy  r=.o  dans  la 
grande  somme  ;  or  c*est  un  cas  qui  n'entre  point  ici  en  consi-* 
dération. 

flo6.  Passons  à  la  seconde  proposition,  et  prouvons  aussi 
que  la  différence  de  deux  bi-carrés ,  ou  x*  —  y^  1  ne  peut  ja- 
mais devenir  un  carré  que  dans  les  cas  où  jf  =  o  et  ysi  x^ 

1*.  On  peut  regarder  les  nombre?  oc  tty  comme  premiers 
entre  eux,  et parconséquent  comme  étant  ou  impairs  tous  les 
deux ,  ou  l'un  pair  et  l'autre  impair.  Or  comme  dans  l'un  et 
l'autre  cas,  la  différence  de  deux  carrés  peut  redevenir  un 
carré  ,  il  faudra  considérer  ces  deux  cas  séparément. 

2^.  Supposons  d'abord  les  deux  nombres  a;  et^  impairs^  et 
que 

il  faudra  nécessairement  que  l'un  des  deux  nombres  p  tt  q 
•oit  impair,  et  que  l'autre  soit  pair.  Or  nous  avons 

doDC  notre  formule 

3^ -^y  ^  4pg (spp  +  aqq); 

et  le  second  membre  devant  être  un  carré ,  il  faut  aussi  què 
pq  (app  -{-  nqq  )  ou  skpq (pp  -f  qq)  soit  un  carré;  et  puisque 
les  facteurs  de  cette  formule  n'ont  point  d«  coaotoim  divi*« 
•eur,  parceqùe  «ip  est  pair ,  q  eet  impair ,  chacun  de  ces  fâc^ 
teurs ,  Qptqetpp^^qq,  doit  être  de  soi-même  im  carré.  Afin 
donc  de  faire  ensorte  que  les  deux  premiers  deviennent  des 
carrés ,  qu'on  suppose  ap  =  4^1*  ou  p  ;=  arr,  etqis=:ss,s  étant 
impair,  et  il  faudra  que  le  troisièae  facteur  1  4f^^s^,  soit 
pareillemeiit  un  carré. 

3^  Or,  puisque  ^-f-4'^ett)a  somme  de  deux  tmi9,  dont 
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le  premier  9  s^^  est  impair ,  et  dont  l'autre  ^  4'^,  est  pair^  qa'on 
fasse  la  racine  du  premier 

où  t  soit  impair  et  u  pair  ;  et  la  racine  du  second , 

flrr  =  afu,  ou  rr^^u 

où  t  et  u  sont  premiers  entre  eux. 

4®.  Puis  donc  que  tu=:rr  doit  être  un  carré,  il  faut  que 
tant  t  que  u  soient  des  carrés.  Qu*on  suppose  donc 

t  =  mm  y    u  =  nn, 

en  entendant  par  m  un  nombre  impair ,  et  par  n  un  nombre 

pair ,  on  aura 

«  =  m*  —  n^; 

desorte  qu'il  faudrait  de  nouveau  qu'une  différence  de  deux 
bi-carrésy  savoir  m^'^n^^  fût  un  carré.  Or  il  est  clair  que 
ces  nombres  seraient  bien  plus  petits  que  x  et  y  ^  puisqu'ils 
sont  moindres  que  r  et  ^ ,  qui  sont  eux-mêmes  évidemment 
plus  petits  que  jc  et  j^.  Si  donc  une  solution  était  possible  dans 
de  grands  nombres,  et  que  a:*— ^  fût  un  carré,  il  faudrait 
qu'il  y  en  eût  une  aussi  qui  fût  possible  pour  des  nombres 
beaucoup  plus  petits  ;  celle-ci  devrait  faire  parvenir  à  une 
autre  pour  des  nombres  encore  plus  petits  ,  et  ainsi  de  suite. 

5*.  Or  les  nombres  les  plus  petits ,  pour  lesquels  un  tel 
carré  peut  se  trouver,  ont  lieu  dans  le  cas  où  un  des  bi-carrés 
est  =  0,  ou  égal  à  l'autre  bi-carré.  Dans  le  premier  cas,  il 
faudrait  qu'on  eût  n=  o,  donc  u  =  o,  et  de  même  r  =r  Oj 
p  =  o^  et  enfin 

ce*— ^  =  0,    ou  x^rrij^. 

Ci  qui  est  un  cas  duquel  il  n'est  pas  question  ici  ;  que  si  n  =^^m, 
on  trouverait t:=9U,  ensuite  j  =  o,<jr  =  o,et  enfin ajaêùx=y, 
ce  qui  a'entrd  point  ici  en  considération. 
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207.  On  pourrait  faire  ici  Tobjection  que,  ptdflquèmest 
impair  et  que  n  est  pair^  la  dernière  différence  n'est  plus  sem^ 
blable  à  la  première ,  et  qu'ainsi  on  ne  peut  en  tirer  des  con- 
clusions analogues  pour  des  nombres  plus  petits.  Mais  il  sulfit 
que  la  première  différence  nous  ait  fait  arriver  i  la  seconde , 
et  nous  allons  faire  voir  que  x^'^y^ne  peut  non  plus  devenir 
un  carré  ^  quand  l'un  des  bi-carrés  est  pair  et  que  Fautre  est 
impair. 

i**.  D'abord,  si  le  premier  x^  était  pair,  et  que  y^  fût  im- 
pair, la  chose  serait  claire  d'elle-même,  puisqu'on  aurait  un 
nombre  de  la  forme  4^  +  5 ,  qui  ne  peut  être  un  carré.  Soit 
donc  X  impair  et  y  pair,  il  faudra  que 

^—pp  +  qq,    et  y^i^pq, 
d'où  résulte 

où  des  deux  nombres  p  et  q  l'un  doit  être  pair  et  Tautre- 
impair. 

a^  Or 

pp  ^-  gq  =  XX 

devant  être  un  carré ,  on  a 

p  =  rr^^ss  et  q's=:arsi 
donc 

X  =  rr  +  -y*'  '' 

Mais  de  là  résulte 

yy  =  2(rr  —  ss^.ars,    ou  yyzzi^rsÇ^rr  —  ss), 

ce  qui  ne  peut  être  un  carré ,  à  moins  que  rs  (rr-^^ss) ,  dont  le» 
facteurs  sont  premiers  entre  eux,  ne  soit  pareillement  un  carré.    , 

5^,  Qu'on  fasse  donc  r:=ttetsz=uu,  on  aura  le  troisième 
facteur 

qvà  devra  de  même  être  un  carré;  or  comme  ce  facteur  équi* 
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vaut  &  la  différence  de  deux  bi-carrés,  qui  sont  beaucoup 
mdiiodret  qne  les  premiers,  la  démonstration  précédente  est 
pleinement  confirmée  ;  et  il  est  évident  que  si  la  différence  de 
deux  bi-carrés  pouvait  devenir  égale  au  carré  d*un  nombre  ; 
quelque  grand  qu'on  veuille  le  supposer ,  on  pourrait,  mojren- 
liant  ce  cas  connu ,  parvenir  à  des  différences  de  plus  en  plus 
petites,  qui  seraient  de  même  réductibles  à  des  carrés,  sans 
cependant  retomber  dans  les  deux  cas  évidehs  dont  nous 
avons  parlé  au  commencement  ;  donc  il  est  impossible  que  la 
chose  puisse  avoir  lieu  même  pour  les  plus  grands  nombres. 

ao8.  La  première  partie  de  la  démonstration  précédente  i 
Relative  au  cas  de  a:,  j^,  nombres  impairs,  peut  s*abréger  de  la 
manière  suivante  :  si  x^  *— '>^  était  un  carré ,  il  faudrait  qu  on 
eût 

scx:=:pp  +  qq    et  yyz=zpp^qq, 

en  entendant  par  p  etq  des  nombres  dont  Tun  soit  pair  et 
l*autre  impair  ;  moyennant  cela  on  aurait 

xxyy  =  jA  —  q^, 

€t  il  faudrait  parconséqueot  que  p^-^q^  fût  un  carré  ;  or  c'est 
là  une  différence  de  deux  bi-carrés  dont  l'un  est  pair  et  dont 
l'autre' est  impair  ;  et  il  a  été  prouvé  dans  la  seconde  partie  de 
la  démonstration ,  qu'une  différence  de  cette  nature  ne  peut 
devenir  un  carré. 

209.  Nous  avons  donc  prouvé  ces  deux  propositions  capi- 
tales ,  que  ni  la  somme  ni  la  différence  de  deux  bi-carrés  ne 
peut  devenir  un  nombre  carré,  si  ce  n'est  dans  un  petit  nombre 
de  cas  tout-à-fait  évidens. 

Quelques  formules  donc  qu*on  veuille  transformer  en  des 
carrés,  si  ces  formules  demandent  qu'on  réduise  à  un  carré  la 
somme  ou  la  différence  de  deux  bi-carrés,  on  peut  prononcer 
que  ces  formules  proposées  sont  pareillement  impossibles. 
C'est  ce  qui  arrive  à  Tégard  de  celles  que  nous  allons  indiquer. 
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1*.  Il  rCest  pas  pos&îble  que  la  fori]||iule  o^  -f*  4)^  deyienne 
un  carré  ;  car  puisque  cette  formule  est  la  somme  de  deux 
.  carrés  9  il  faudrait  que 

xx  =  pp'^qq,   ayy  —  Qpq    on  yy=,pq\ 

orpet  ^  étant  des  nombres  premiers  entre  eux,  il  faudrait  qu» 
l'un  et  l'autre  fût  un  carré.  Si  donc  on  fait  p=:rr,  etq  =:ss, 
on  aura 

XX  =  H  —  j<  ; 

c*est-à-dire  qu'il  faudrait  que  la  différence  de  deux  bi-carrés 
fût  un  carré  ,  ce  qui  est  impossible. 

a*.  H  n'est  pas  possible  non  plus  que  la  formule  x^  — •  /^ 
devienne  un  carré  ;  car  il  faudrait  dans  ce  cas  que 

xx  =  pp  +  qq,  et  ayyrziQpq, 
afin  qu'on  eût 

or  pour  que  yy:=ipq  ^  il  faut  quep  et  ç  soient  séparément  de» 
carrés  ;  et  si  on  fait  en  conséquence 

on  a 

a?a;  =  r*-|-^; 

c'est-à-dire  qu'il  faudrait  que  la  somme  de  deux  bi-carrés  pût 
devenir  un  carré  ^  ce  qui  est  impossible. 

3**.  Il  est  impossible  aussi  que  la  formule  4^  — y*  devienne 
un  carré  ,  parcequ'il  faudrait  en  ce  cas  nécessairement  qney 
fût  un  nombre  pair;  or  si  l'on  fait  ^^  =  32,  on  trouve,  quç 
4x4  —  1 6*4 ,  et  parconséquent  aussi  la  quatrième  partie  x^ — 4*^^. 
devrait  pouvoir  se  réduire  à  un  carré;  ce  que  nous  venons  d^ 
voir  n'être  pas  possible. 

4*.  La  formule  ax*  -f-  jy*  ne  peut  pas  non  plus  se  trans- 
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former  en  un  carsé  ;  car,  puisqu'il  faudrait  que  ce  carré  fftt 
pair,  et  parconséquent 

ax*  -f"  ay*  =  é^^ 
on  aurait 

a:*  -}-  jr*  =  ara , 
ou 

a£z  -}-  axajjjy  =x^  -{-  axxyj^  ^-J'*  =  un  carré, 

ou  pareillement 

a22  —  axj^  =  0:4  —  axjpjy  +  J^  =  un  carré. 

Ainsi ,  comme  azs  -)-  d^-^XX  ^^  a&2— axx)^  deviendraient  se» 
parement  des  carrés,  il  faudrait  que  leur  produit  4**— 4^r^, 
aussi  bien  que  le  quart  de  ce  produit,  ou  z^  —  •2^>  fût  un 
carré.  Mais  ce  quart  est  la  différence  de  deux  bi-carrés,  donc, 
etc. 

5°.  Enfin  je  dis  aussi  que  la  formule  ax*  —  a^  ne  peut  être 
im  carré  ;  car  les  deux  nombres  x  et  j^  ne  peuvent  être  pairs 
tous  deux,  puisque  s*ils  l'étaient,  ils  auraient  un  diviseur  com- 
mun ;  ils  ne  peuvent  être  non  plus  Tun  pair  et  Tautre  impair, 
puîsqu*autrement  une  partie  de  la  formule  serait  divisible  par 
4 ,  et  l'autre  seulement  par  deux ,  et  qu'ainsi  la  formule  en- 
tière ne  serait  divisible  que  par  a  ;  donc  il  faut  que  ces  nombres 
QceXy  soient  impairs  tous  les  deux.  Or  si  l'on  fait  à  présent .. 

^  =  P  +  ?,    et  y=p  —  q, 

un  des  nombres  p  etq  sera  pair,  et  l'autre  sera  impair;  et 
puisque 

ax*  —  2y^  =  a  (xx  +  jy  )  (^^  — yy)  > 
et  que 

^^  +yy  =  ^PP  +  2^9  =  2  (pp  +  qq), 
et  que 

^^—yy=4p<i, 

notre  formule  se  trouvera  exprimée  par  iBpq{pp  •+•  qq^,  dont 


m 
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la  seizième  partie,  ou  pq  (pp  -)-  (jq),  devra  être  pareillement  un 
carré.  Mais  ces  facteurs  sont  premiers  entre  eux;  ainsi  chacun 
doit  de  son  côté  être  un  carré.  Qu'on  fasse  donc  les  deux  pre^ 
miers  p=zrretq = w ,  et  le  troisième  devenant  z=:  r* + ^4  ^  ce  qui 
ne  peut  être  un  carré  ^  prouvera  que  la  formule  proposée  ne 
peut  pas  non  plus  devenir  un  carré. 

aïo.  On  peut  démontrer  de  même  que  la  formule  x^  +  ^ 
ne  devient  jamais  un  carré  ;  voici  l'ordre  de  cette  démonstra- 
tion : 

1^.  Le  nombre  x  ne  peut  être  palr^  parcequ'il  faudfait  en 
ce  cas  que  j'  fût  impair;  et  la  formule  ne  serait  divisible  que 
par  2  et  non  par  4  ;  donc  x  doit  être  impair. 

2°.  Qu'on  suppose  donc  la  racine  carrée  de  notre  formule 

=  XX  +  -ij22.  ^  afin  qu'elle  devienne  impaire ,  on  aura 

q  qq 

où  les  x^se  détruisent;  ensorte  qu'en  divisant  les  autres  termes 
par  yy  et  multipliant  par  qq ,  on  trouve 

4pq^oc  +  4pfyy  =  2qqyy ,    ou  Jfiqxx  =  aqqyy  ^  ^ppyy  y 

d'où  l'on  tire 

XX qq  —  fljpp^ 

yy  ~     »P9     ' 

c'est-à-dire 


XX  = 


qq-^^pp,  yy  =  apq, 


qui  sont  les  mêmes  formules  que  nous  avons  déjà  données  plus 
haut. 

3**,  Ainsi  qq  —  zpp  devrait  être  un  carré ,  et  c'est  ce  qui 
ne  peut  arriver ,  à  moins  qu'on  ne  fasse  ç  =  rr-f-  2^^  et  p  ==  ar^ , 
afin  d'avoir 
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or  on  aurait  alors 

et  il  faudrait  qu'aussi  le  quart  rs  {rr-i-  Qss)  fût  un  carré, 
parconséquent  que  r  et  5  fussent  chacun  en  particulier 
carrés.  Si  donc  on  suppose  r=:tt  et  s=:uu,  on  trouvera  kl 
troisième  facteur 

rr  -f-  2W  =  i*  -|-  2u^, 

qui  devrait  être  un  carré. 

4^.  Parconséquent  si  x^  -f"  ^y^  ^^^^^  ^^  carré,  il  faudrait 
^  aussi  que  t^  -f"  slu^  fût  un  carré  ;  et  comme  les  nombres  ^  et  u 
seraient  beaucoup  moindres  que  xety^  on  pourrait  par- 
venir de  la  même  manière  à  des  nombres  toujours  plus  pe- 
tits. Or  il  est  facile  de  se  convaincre ,  par  quelques  essais  ,  que 
la  formule  proposée  n'est  pas  un  carré  de  quelque  petit  nombre  ;  1 
donc  elle  ne  l'est  pas  non  plus  d'un  nombre  même  très-,  j 
grand.  I 

fli  1 .  Pour  ce  qui  regarde  au  contraire  la  formule  x^  —  ay*, 
il  n'est  pas  possible  de  prouver  qu'elle  ne  peut  devenir  un  carré  ^J 
et  on  trouve  même  par  un  raisonnement  semblable  au  précé-<  1 
dent ,  qu'il  y  a  une  infinité  de  cas  où  cette  formule  devient  | 
réellement  un  carré*  J 

En  elFet ,  que  jc^  —  2y*  doive  être  un  earré ,  nou9  venons  dtij 
voir  qu'en  faisant  i 

xx=pp  +  2qg    et  yy  =  spq, 

on  trouve 

x^—2y^z=:(^pp  —  Qqqy. 

Or  pp  4-  ^gq  doit  donc  devenir  pareillement  un  carré ,  et  c'est 
ce  qui  arrive ,  lorsque 

p  =  rr  —  2SS   et   q=zars , 

vu  qu'on  a  dans  ce  cas 
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plus  il  est  à  remarquer  qu'on  pourrait  encore  prendre 

p=:QsS'^rr   et   q=z%rs. 

examinerons^  en  particulier ,  l'un  et  l'autre  de  ces  deux  cas. 
l^  Soit  d'abosd 

p:=sTr'^ass,  9  =  srr^ 
aura 

i  cause  de  j^  =  upq ,  on  aura  maintenant 

yy=z4rsirr  —  !iss); 

>rte  que  r  et  «  doivent  être  des  carrés.  Qu*on  fasse  donc 
'zszUetszs:  uu,  on  trouvera 

Ilinn 

y  =  atu^t^  —  au^   et  a:=s<*4-au<; 

Bonc ,  lorsque  t^  —  au^  est  un  carré ,  on  trouvera  aussi  oc^*—  ay^ 
c=  un  carré  ;  mais  quoique  ^  et  u  soient  des  nombres  plus  pe- 
titB  que  a;  et  y ^  on  ne  peut  conclure  cependant,  de  ce  qu'on 
parvient  à  une  formule  semblable  en  de  moindres  nombres, 
qne  x*  —  ay*  ne  puisse  devenir  un  carré  ;  car  x^  —  ay*  peut 
devenir  un  carré,  sans  qu'on  parvienne  à  la  formule  ^—- au^, 
comme  on  le  verra  en  considérant  le  second  cas. 

2°.  Soit  doncp  =  aM  —  rr  et  igf  =  ars^  on  aura  àla  vérité^ 
comme  ci-devant, 

x=rr4-  ^^» 
mais  on  trouvera 

yyz=sstpq:=z/irs{ass'^rr)* 
Si  Ton  suppose  maintenant  r  =  ft  et  ^  =  nu ,  on  obtient 
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parconséqaent 

y  =  ^iu,  v/  au*  —  t+   et   x  =  t*  +  au^^ 

moyennant  quoi  il  est  clair  que  notre  formule  x*  —  aj4  p 
devenir  aussi  un  carré  ,  quand  la  formule  au*  —  t*  devient 
carré.  Or  ce  cas  a  lieu  évidemment ,  quand  ^  =  i  et  u  = 
et  nous  obtenons  par  là  oc  ==  3  et  jr  :=  a ,  et  enfin 

x4  —  ay4  =  81  —  a.  16  =  49* 

3".  Nous  avons  aussi  vu  plus  haut  que  au*  —  t*  devienl 

carré ,  lorsque  u=:i3  et  t=i,    puisqu'alors  |/ au+  - 
=  a5g.  Si  nous  substituons  donc  ces  valeurs  au  lieu  de 
de  u^nous  trouvons  un  nouveau  cas  pour  notre  formule^  sa 
x=  1  -f-a.i3*=  57ia3,  %Xy  =  a.i3.a39  =  6ai4. 

4^.  De  plus  y  dès  qu'on  a  trouvé  des  valeurs  de  x  et  d 
on  peut  les  substituer  à  ^  et  à  u  dans  les  formules  du  n°  1 
on  obtiendra  par  ce  moyen  de  nouvelles  valeurs  de  x  et  de 

Or  nous  venons  de  trouver  x  =  3  et  y  ==  a  ;  faisons  de 

dans  les  formules  n°  1 ,  i=3  et  u  =  a ,  desorte  que  V^t*  — 
=  7  ^  et  nous  aurons  les  nouvelles  valeurs  suivantes, 

x  =  8i  -)-  a.i6=  ii3   et  j=a.3.a.7  =  84; 

ainsi 

XX  =  IÛ7S9 ,  et  X*  =  i63o4736i  ; 
de  plus 

donc 


yy  =  7o56 ,  et  y = 49787136; 

X*  —  ay  =  63473089  : 


la  racine  carrée  de  ce  nombre  est  7967 ,  et  elle  s'accorde  ] 
faitement  avec  la  formule  adoptée  au  commencement,  /'P+ ^ 
car  puisque  f  =  3etu=ra,onar  =  9  et  ^=4;  donc  p  = 
—3a -=43  et  ^=73,  d'où  Ton  déduit  pp  +  ^qq  =fl 
+  lo368  =:x*  =  l2769,  yy=L^pqz=z^Qi^^. 
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CHAPITRE    XIV- 

Solutions  de  quelques  questions  qui  appartiennent 

à  cette  partie  de  l'analyse. 


\ 


ns.  i.1  o us  ayons  expliqué  jusquMci  les  artifices  qui  se  pré* 
jentent  dans  cette  partie  de  l'analyse,  et  qui  peuvent  être  né- 
cessaires pour  résoudre  quelque  question  que  ce  soit  qui 
^  dépende;  il  nous  reste  à  les  mettre  dans  un  plus  grand 
l^r,  en  joignant  ici  quelques-unes  de  ces  questions  avec  leurs 
idntions. 

fliS.  Première  question.  Trouver  un  nombre  tel  que  si  on 
f  ajoute  ou  qu'on  en  reti:anche  l'unité  y  on  obtienne  dans  l'un 
it  l'autre  cas  un  nombre  carré. 

Soit  le  nombre  cherché  =  x,  il  faut  que  x  -j-  i  et  x  •—  i 

leviennent  séparément  des  carrés.  Supposons  pour  le  premier 

cas 

ar+i  =pp, 
Hons  aurons 

X'=ipp — 1    et   or— inrpp  — fl, 

ce  qui  devra  pareillement  être  un  carré.  Que  la  racine  en  soit 
^nc  p  '—  9  >  nous  aurons 

pp^a=:pp  ~  apg  +  qq, 


«tparconséquent 


ïkq 


»     I 
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au  moyen  de  quoi  on  obtient 

OÙ  Ton  peut  donner  à  q  une  valeur  quelconque  mêm 
lionnaire. 


Si  nous  &isons  donc 


ensorte  que 


X 


r 


_^rMf* 


4rrss    ' 


ftous  aurons  pour  quelques  petits  nombre9,  les  valeurs  q 
vent: 

'm 


âi4-  Seconde  question.  Trouver  un  nombre  rc  tel  que 
y  ajoute  deux  nombres  quelconques,  par  exemple^  4  ® 
obtienne  dans  Tun  et  i^antre  cas  un  carré. 

n  faut,  d'après  cet  énoncé^  que  les  deux  formules,  x  • 
^  +  7  >  deviennent  des  carrés.  Qu'on  suppose  donc  la  pi 


on  aura 


x  +  4=pp, 
x  =  pp  —  4. 


\ 


et  la  seconde  deviendra 

or,  cette  formule  devant  aussi  être  un  carré ,  soit  sa 
:53a  p  +  ç ,  et  on  aura 
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à'où  l'on  tirera 
:  «t  parconséquent 

9— 83?»  + 9* 

[  Si  de  plus  oa  prend  pour  q  luie  firaèticm  -  «  on  trourepoitr  xla 

valeur  2- -^ — ,  dans  laquelle  on  peut  substituer  à  r 

et  à  5  tous  les  nombres  entiers  qu*on  veut. 

Si  Ton  fait 

t  r=i,    tf=i, 

Ipn  trouve 

Mono 

[    Que  si  Ton  demandait  que  x  fût  un  sombre  positif,  on  pour- 
.rait  faire 

m  on  aurait 

d'après  quoi 

p  l'on  fait 
pona 


*  =  3,    r=i. 


x=i|a. 


4  OÙ  résultent  ces  deux  nombres 

î 

[    Yeut«<>n  que  le  dernier  tenae  de  la  formule  <pû  «exprime  x , 
le  moyen ,  qu'on  fasse 
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et  parconséqaent 

ai 5.  Troisième  question.  On  cherche  une  valeur  fractî 
naire  de  x,  telle  qu'ajoutée  à  i  ou  soustraite  de  i  ^  elle  do: 
dans  l'un  et  l'autre  cas  un  carré. 

Puisque  ce  sont  les  deux  formules  i  +  ^  ^^  ^  *~-  ^ 
doivent  devenir  des  carrés ,  qu'on  suppose  la  première 

on  aura 

et  la  seconde  formule 

1  — •  a:  =  3  —  /jp. 

Or,  comme  cette  formule-ci  doit  devenir  un  carré,  et  qu 
le  premier  terme  ni  le  dernier  n'est  un  carré ,  il  faudra  tâ( 
de  trouver  un  cas  où  la  formule  devienne  un  carré  ;  on  ne  t2 
pas  à  en  appercevoir  un,  c'est  celui  de 

p=i. 
Qu'on  fasse  donc 

p  =  i—q,  '•' 

desorte  que 

xz=2qq  —  Qq, 
et  on  aura 

â-^ppzzz  1  ^aq-^qq; 

et  en  supposant  la  racine  =  i  —  qr,  on  aura 

i+2q  —  qq  =^  ^  —  a^r  +  ^^^^^ 


ainsi 


a  — 9=  — flr  +  çrr;    et   ?=^^^; 


de  là  résulte 


_  4r-4r' 
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et  puisque  r  est  une  fraction ,  qu*on  fasse 


2    on  aura 


t 


et  il  est  clair  que  u  doit  être  plus  grand  que  L 
Soit  donc  ^  par  exemple , 


on  trouvera 


xr-^ 


as- 
soit 

oa  aura 


et  les  formules 

seront  toutes  deux  des  carrés. 

âi6.  Quatrième  question.  Trouver  des  nombres x  tels  que, 
soit  qu'on  les  ajoute  à  10^  soit  qu'on  les  soustraie  de  10,  U  en 
résulte  des  carrés. 

n  s'agit  donc  de  transformer  en  carrés  les  formules  10  +  ^ 
et  10  —  X,  et  on  pourrait  le  faire  par  la  méthode  qu'on  vient 
d'employer  ;  mais  nous  indiquerons  une  autre  voie  pour  y 
parvenir.  On  remarquera  d'abord  que  le  produit  de  ces  deux 
formules,  ou  100  —  xx,  doit  pareillement  devenir  un  carré; 
or  son  premier  terme  étant  déjà  un  carré  y  il  faut  en  supposer 
U  racine  =  10  — px,  d'après  quoi  on  aura 

100  —  xj:  ==  100  r—  2opx  -f-  ppxx; 
2.  N 
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donc 

ior«e  n*68t  encore  que  le  produit  des  deux  formuks  qui 
devient  un  carré,  et  n&n  pas  chacune  en  particulier.  Mais 
pourvu  que  iSiûé  devienne  un  carré ,  i*autte  sera  nécessaire- 
ment aussi  tm  carré  ;  or 

^0^1  ^_iopp  +  âop+io  ___loipp+^P+0 

pp  +  i  PP+^  ' 

ttft  puisque  pp  +  f^p  '^'i  est  déjà  un  tcarré ,  tout  se  réduit 
•à  ce  que  la  fraction         ■    ■  >  ou  bien  ceDe-ci  ,'^  , — r-*i 

pp+^  ipp+^y 

soit  un  can^é.  li  faut  pour  cela  seulement  que  lo^  4~  ^o  soit 
lin  carré,  et  on  a  de  nouveau  besoin  ici  de  troivver  un  cas  fti 
€éla  ait  lieu.  On  remarquera  qu'un  tel  cas  est 

€'«^  pourquoi  on  £era 

€t  on  aura  loo  -f*  ^oq  -f-  loqq.  Que  la  racine  de  ce  carre 
ibft  iLO-^^,  on  ntaià  l'équation  fiaâla 

"  .    •■         - 

^m  âotine 

^       w  — 10  * 

d*ràré»iMfat)M:tSa  v^eliiii»  de  p  et  dé  x 

Soit  f  =£:  S,  on  trouvera  J 
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donc 

et  nos  formules 

10  + a:  =16,    io-^j:  =  4- 
Mais  si  ^  =  1 1  on  a 

ainsi 

or  il  est  indiiFérent  de  faire  aussi 

donc 

io^-x=^     et     10  — xrsif, 

quantités  qui  «ont  toutes  deux  des  csurés* 

317.  Bemarque.  Si  on  voulait  généraliser  cette  question ,  en 
demandant  pour  un  nombre  quelconque  a  des  nombres  x, 
tels  que  a+x  et  a — x  fussent  séparément  des  carrés,  la  solution 
deviendrait  souvent  impossible ,  savoir  dans  tous  les  cas  où  a 
ne  serait  pas  la  somme  des  deux  carrés.  Or,  nous  avons  déjà 
TU  plus  haut  que  depuis  1  jusqu'à  5o,  ce  ne  sont  que  les  nombres 
suivans  qui  sont  les  sommes  de  deux  carrés ,  ou  qui  sont  con- 
tenus dans  la  formule  xx  -^yy: 

1,  a,  4,  5,  8,  9,  10,  i3,  iS,  17,  18,  ao,û5,  a6,  ag, 
3a,  34,  56,  57,  40,  41,  45,  49,  5q. 

Ainsi  les  autres  nombres  compris  entre  1  et  5o,  et  qui  sont  : 

3,  6,  7,  11,  la,  14,  i5  19,  ûi,  aa,  a5,  a4,  37,  a8, 
3o,  3i,  33,  35,  38,  39,  42.  43,  44.  4»,  47,  49, 

ne  peuvent  se  décomposer  en  deux  carrés;  parcojiséqaent  toutes 

a 


9 
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les  fois  que  a  serait  un  de  ces  derniers  nombres  ,  la  question 
serait  impossible.  La  démonstration  en  est  facile.  Soit 

a^x  =  pp    et    a  —  x  =  qq  ^ 

l'addition  des  deux  formules  donnera 

;ka=pp  +  qq; 

donc  il  faut  que  aa  soit  la  somme  de  deux  carrés  ;  or ,  si  2a 
est  une  somme  de  cette  espèce  ,  a  en  sera  une  semblable  -,  par- 
conséquent  ,  lorsque  a  n'est  pas  la  somme  de  deux  carrés ,  il  sera 
toujours  impossible  que  a-j-  x  eta  —  x  soient  en  même  temps 
des  carrés. 

a  18.  Comme  3  n'est  pas  la  somme  de  deux  carrés ,  il  suit 
de  ce  que  nous  avons  dit ,  que  ^  si  a  =  3  ^  la  question  est  im- 
possible. Mais  on  pourrait  objecter  qu'il  y  a  peut-être  deux 
carrés  fractionnaires,  dont  la  somme  est  =  3;  nous  répondons 
que  t:ela  n'est  pas  possible  non  plus  ;  car  si  Ton  avait 

qq       ss 
et  qu'on  multipliât  par  qqss ,  on  obtiendrait 

5qqss  =  ppss  +  qqrr , 

où  le  second  membre ,  somme  de  deux  carrés ,  serait  divisible 
par  3  ;  or ,  nous  avons  vu  plus  haut  qu'une  somme  de  deux 
carrés  ne  peut  avoir  pour  diviseurs  que  des  nombres  qui 
soient  aussi  des  sommes  de  cette  espèce. 

Il  est  vrai  que  les  nombres  9  et  45  sont  divisibles  par  3 , 
mais  ils  sont  divisibles  aussi  par  9 ,  et  même  chacun  des  deux 
carrés  qui  composent  tant  l'un  que  l'autre,  est  divisible  par  g, 
yu  que 

9=:3»  +  o%     45=z6*  +  3»; 
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ce:it  donc  un  cas  différent  et  duquel  il  n*est  pas  question  ici  : 
nous  pouvons  donc  nous  eu  tenir  à  cette  conclusion,  que  si 
un  nombre  a  n'est  pas  en  nombres  entiers  la  somme  de  deux 
carrés^  il  ne  le  sera  pas  non  plu»  en  fractions.  Lorsqu'au  toon- 
traire  le  nombre  a  est  en  nombres  entiers  la  somme  de  deux 
carrés ,  il  peut  être  d*unè  infinité  de .  manières  la  somme  de 
deux  carrés  en  nombres  fractionnaires  ;  c'est  ce  que  noua  al- 
lons faire  yoir. 

219.  Cinquième  question.  Décomposer  en  autant  de  ma- 
nières qu'on  voudra  un  nombre ,  qui  est  la  somme  de  deux 
carrés ,  en  une  autre  somme  de  deux  carrés. 

Soit  ff+ggle  nombre  proposé ,'  et  qu'on  cherche  deux 
autres  carrés ,  par  exemple  xx  ^tyy,  dont  la  somme  xx  +^y 
soit  égale  au  nombre^  +  gg*.  Il  est  clair  d'abord  que  si  x  est 
ou  plus  grand  ou  plus  petit  qaef^  il  faut  qu'au  contraire  y  soit 
ou  plus  petit  ou  plus  grand  que  g.  Qa  on  faste  donc     , 

x=zf+pz,  yzng  —  qz^ 
on  aura 

jf+  ^fp^  +  PP^^  +  gg  —  ^g^\  +  W^  =  jf  +  ggf 

OÙ  les   deux  termes  ff  et  gg  se  détruisent  ;  après  quoi  il  n© 
reste  que  des  termes  qui  sont  divisibles  par  z.  Âiitôi  on*  aura 

^fp  +  pp^  —  ^s?  +  992  =  o>  o^  PP^  +  W* = ^g^  *^  ^fp> 

donc 

fP  +  Çfl 
d'où,  l'on  tire  ponr  x  et  y  Iw;  valeur»  suivante»  ^ 

# 

^  _am  +  f(.9<l  —  PP)  _^sfpq+g(.pp  —  q<]}^ 

pp+qq.  '.     ^  PP  +  11 
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dans  lesquelles  on  peut  adopter  pour  p  et  9  tous  les  nombres 
possibles  à  volonté. 

Que^parexemple, fi scâtlenoiaSM proposé,  ensorteqne 

on  aura 

et  à  cause  de 

pp-^qtl       *    ^  PP  +  W      ' 

si  on  fait 

p:=Q,    q  =  i, 
on  trouve 

aao.  5iiti^^ii^ ^itfon.  Si  o  est )a  BOtumede  deux  carrés, 
trouver  de*  iïomb#€<s tcL,  tels  que  a  +  a:«t a-^ict  deviennent 
des  carrés. 

Soit 
et  qu'on  fasse 

i5  +  x=zpp,     i3  —  x=zqq^ 

•n  aura  d'abord  par  l'addition 

aS=pp  +  qq, 
ensuite  par  la  soustraction , 

axz=zpp  —  4}q; 

il  faut  parconséquent  que  p  et  q  soient  des  nombres  tels  que 
PP  +  qq  devienne  égal  au  nomb^  â6 ,  qui  e^  aussi  ia  somme 
de  deux  carrés,  savoir  de  35+ 1.  Or,  puisqu'il  s'agit  en  effet 
de  dé^composer  26  en  deux  carrés,  dont  le. plus  grand  puisse 
exprimer  pp ,  et  le  plus  petit  qq ,  on  aura  sur-le-champ 
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desorte  que 

a:=:ia; 

mais  l'on  peut  résonâre  ie  nombre  %6  encore  â*ttne  infinité  de 
manières  en  deux  ,ç0xxé».  jCfr ,  fsaigqpM 

û  nous  écrîyxtts  dans  les  formules  4e  ci^essçs i  Mu  aa  Ëea 
de  p  et  q,  etp  et  </  au  lieu  de  x  eXy,  nous  tronyona 

^  aft^-|- 5(ui*-— //)  lofci  +  tt  —  ni* 

Maintenant  nous  pouyotps  Jixt>8t^tiieri^^  eï  if  des  nombres  quel- 
conques »  et  déterminer  par  là  p  et  7  »  et  paicovaémff^  aussi 
la  yaleur  de 

a 
Qn^on  suppose  ,  par  exemple  ^ 

en  aura 

doue  ^~      ^^    ^^^^^' 

aai.  Mais  afin  de  résoudre  cette  question  d^mè  manier» 

générale ,  sQÎt 

et  désignons  Tincomme  'Si^filJi<^s  les  fi>mrales  a^^si  et- 
doiyent  deyenir  des  carrés. 


Faisons 


4 
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nous  aurons  d'abord 

ensuite  ' 

Donc  il  faut  que  les  carrés  sçx  et  yy  soient  tels  que 

XX  ^yy  =  fi  {ce  -f-  dd^ , 

où  en  effet  s^Qcc  -j-  dd)  est  la  somme  de  deux  carrés^  puii- 
qu'on  a ■     ^:    .-..■..  ' 

!iÇcc^dd)  =  (^c  +  dy+Çc^dy. 

^ ._     ...•-•  »^        . .-». 

Supposons ,  pouï  abréger  * 

'c+d=f,    c  —  d=g,^ 
il  faudra;  que 

•m  ' 

et  cela  arrivera^  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  ;  quand 

pp  +  ^n        '  -^  pp  +  ^9 

On  obtient  par  là  une  solution  très-facile ,  en  faisant 

p=i  ,      g=i; 

car  on  trouve 

'  -*•  •  '       . 

^  =  Ç  =  g  =  c-rf,     y=f=c+d; 

parconséquent 

et  il  est  clair  que 

a-|-2;=cc  +  fH-f-  ^cd  =:  (  c  -J-  d'Y  ^ 
et  a  —  a  =  ce  +  dcî  —  2cd  =  (c  —  d)*. 


■—  .    ■\ 
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Cherchons  une  autre  solution ,  en  faisant 

P  =  ^>    9  =  1 

nous  aurons 

c  '—  jd  7c  +  rï 

^~      5      '    -y  ■"      5      ' 

où  c  et  fZ  ainsi  que  x  et  j^  peutent  se  prendre  en  tnoins,  parce- 
qu'il  n'est  question  que   de  leurs  carrés.  Or,  puisque  ai  doit 

être  plus  grand  quej^^  qu'on  fasse  d  négatif^  911.  aura 

•         --        . 

c  +  7^  7c  —  d 

X—       g       ,    y ——^      . 

De  là  résulte 

Q4dd+  i4cd^Q4çc  ,  ,  ,j    ;        ^ 


-'-     T 


et  cette  valeur  étant  ajoutée  à  a=:cc  -^  dd,  donne 

p 22 —  ^  dont  la  racine  carrée  est     *^      ;  si  Ton 

,  -1  4q  ce — lAcd^-ddr  .      t  j 

soustrait  ensuite  2;  de  a.  il  reste -^^ J—     »■'  •   ,  carré ^e 

25  - 

;  et  on  voit  qu'en  effet  de  ces  deu7^j^^eîae6<%aj:rées  ,-»Ia 

1  * 

première  est  =  X  et  la^econdes=:j^.  .  I  •••    ' '. 

222.  Septième  question.  On  cherche  un  notabre  x  tel  que  , 
soit  qu'on  ajoute  i  à  ce  nombre  même^  soit  ^'01^  ajoute  1  à 
son  carré  xx ,  on  obtienne  un  carré.   '        -•."•-".■  ^ 

Il  s'agit  de  transformer  en  carrés  les  deux  foi^if^ule^  ^  -f- 1 
et  XX  +  1.  Qu'on  supposeï  donc -la  première  a:  +  1  ==pp,  et 
à  cause  de  x  =  pp  —  1 ,  la  seconde  xx  +  1  =  p*  —  ^PP  +  Q  > 
devra  être  un  carré.  Cette  dernière  formule  est  de  nature  à 
ne  point  admettre  de  solution ,  à  moins  qu  oa  41e  connaisse 
d'avance  un  cas  satisfaisant  ;  mais  un  tel  cas  se  présente  a^ 
sitôt ,  c'est  celui  de  p  =  1 .  Soit  donc 
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on  aura 

arx  +  1  =  1  +  4w  +  4?^  +  9^  » 

ce  qui  peut  devenir  un  carré  en  bien  des  manières. 

i®>  Qu'on  en  suppose  d'abord  la  racine  zszi-^qq,  ea  ava 

ainsi 

4q  +  4qq:=:ishq,  ou  4  +  4qf  ssa  d*oà  q  =— i; 

donc 

p=:y    et   aprs— .}. 

a^  Soit  k  racine  =  i  —  i^(/,  on  troiureni 

jiarcônsé^[Qent 

9  =  —  ^  et  p=^i^ 

ce  qui  donne 

*=— 1> 
comme  auparàyant. 

3*.  Si  l'on  fait  la  racine  =14-^  4*^9^  ^Imi  de  xetitD- 
^er  le  premier  ^t  les  d^^^  de;miers  .tec^i^s^  ,pn  A  r 

d'où  Ton  tire  i 

dono 

4^*  On  peut  adopter  aussi  1  — -  5^  — .•  ^  pour  4a  -rrane ,  et    . 
en  a  dans  ce  cas 


»+497  +  4?^  +  9^  =  i  —  49  +  ^9  +  4«^  +  9*; 


r 
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nais  on  trouve  comme  auparayant 

5'.  On  peut,  si  Ton  -veut,  retFancber  les  éeiïx  premiel% 
;ermes ,  en  faisant  la  racine  :=:  ji  -f"  ^99  >  ^^^  ^^  ^^^^ 

ilors 

parconséquent 

^  — T> 
BDun 

On  trouvera  un  plus  grand  nombre  de  valeurs  pour  9,  en 
faisant  usage  d*une  de  celles  qu'on  vient  de  déterminer,  par 
exemple,  de  celle-ci, 

9  =  —  i  ; 
car  soit  à  présent 

9=— i  +  r, 

on  a 

p=i  +  r;flp=i+r-f-rr,;et.;i*=;^+ir+in-+ar»+r<; 

donc  l'expression  y|  '^vlr^-^^rr  -^  iir'  rfrr*,,*à.tej5WeUc. notre 
formule  se  réduit,  devra  être  un  carré,  e.t  elle  devra  l'être 
aussi  étant  multipliée  par  16,  dans  lequel  cas  on  a  i^5  -—  !^ 
—  8rr  4-  S^r^  ^.i6fi.  tC'eit»{H»ifipDiiiM8ons-^ipréMi|t: 

1^  La  racine  =  5  -^^  zh^^^;  .ensorte^qua 

25  «a4r— 8rr+3flr3+ 1 6H===fl5+i  ofr±:4ofr+Jî^ 

Les  premiers  et  les  derniers  termes  se  détruisent,  et  nous  ôte- 
ïons  aussi  les  sçcoftdn  jNi  Uiê»%  w^j^x=,  lof,  d'où/=—  ^; 
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divisant  ensuite  les  termes  restons  par  rr ,  nous  ayons 

—  8  +  Sar  =  dz  4o  +ir  :t  8/r  ; 
et  en  admettant  le  signe  supérieur ,  nous  trouvons 

'^  — 3a— 8/" 
Or  y  à  cause  de 

J — T* 

nous  ayons 

-  ai  . 

donc 
ainsi 

9".  Que  à  nous  aidoptons  le  signe  inférieur,  nous  avons 

—  8 +  33r  =  -40 +Jf-8/r, 
d'où  l'on  conclut 

jy-53 
'•=3r+H3r' 

et  conséquemment 

ce  qui  conduit  à  l'équation  précédente. 

•  .    ■    '      . 

3*^.  Soit  4^  -4-4^^5  la  racine  de  ïa formule  ;  desorte  < 

-'    ■  'il' 

1  GH+Sar»— 8rr— 24r+25=i  6r^+3ar3±:4om!::4or+i  6r- 

Comme  de  part  et  d'autre  les  deux  premiers  termes  et  le 
nier  se  détruisent ,  nous  aurons 

—  8r  —  24  =  ±:4o'' +  16^  — 40, 
ou 

—  24r  —  24  ^=  —  4^'' ^  4o« 
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î  nous  admettons  le  signe  supérieur ,  nous  ayons  parconséquent 

—  24r — 24  =  4o''  +  4o;  Oïl  o  =  G4r+64>  ou  c  =  r+i , 

est-à-dire 

r=— 1  ,      p=  — i; 

éîà  connu ,  et  qui  se  reproduira  en  faisant  usaga  de  Tautre 
igné. 

4°.  Que  la  racine  soit  5  -{-fr  +  g^>  et  qu'on  détermine/" 
st^ ,  de  façon  à  faire  évanouir  les  trois  premiers  termes.  Puisque 
actuellement 

I  25  —  a^r  —  8rr  +  Sar^  +  i6i^ 

I         =^5 +  iofr+ lOgrr+Qfgr^  +  ggr^+ffir, 

fon  aura  d'abord 

^^  -fl4=io/,.d'où  /=-■ ^; 

nsuite 
-8=  log  +  ff.  ou  g=:  __^  =  _5_  =  _^. 

Juand  on  aura  donc  substitué  et  divisé  les  termes  restans  par 
';  on  aura 

S  32+i«r=2/g  +  ggr,    et   r  =  Y|~     , 


\ 


ëë 


Al          f              /•       rr    1    .      .  .       +  24'i7s  •""  32.6a5 
Urle  numérateur  s/g" — oa  devient  ici  = ^ r 

—  32.4qS      —  iG.32.3i        ^  1     j/        .     ^ 
= — ^  ^  ^    = -^—p ,  et  le  dénominateur 


625  625 

lainsi 

I 

|et  on  en  conclut 


r  — •  _  V55o  ■ 


r 1  7  J*a  > 


moyennant  quoi  on  obtient  une  nouvelle  valeur  de  x  à  cause 
dfc  X  =  pp  —  I . 
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aoS.  Bvitième  question.  Trouver  un  nombre  x  qui,  ajo#^ 
i  chacun  des  nombres  donnés  a,  6  etC;  produise  un  carréi; 

Puisqu'il  faut  que  les  trois  formules  x-^a^x-^-b^X.X'i 
•oient  des  carrés^  qu'on  fasse  la  première  ^ 

x^  a'=:izsb^ 
on  aura 

et  les  deux  antres  formules  se  changeront  en  zx  -{-  &  -^a, 
22  -f-  c  — -  a;  il  faudrait  présentement  que  chacune  de  celi 
ci  fût  im  carré  ;  mais  c'est  ce  qui  n'arrive  pas  généralem( 
souvent  la  chose  est  impossible ,  et  cette  possibilité  dé] 
uniquement  de  la  nature  des  nombres  i  —  a  et  c  -—  a. 
si^  par  exemple  y  on  avait 


r 


6— a=i,    c  — a=— 1, 

c*est-â-dire, 

i  =  a+i,    et    c  =  a— 1,  ^ 

il  faudrait  que  zz^^i  et  as  —  i  fussent  des  carrés,  et  qas« 

parconséquent  fût  une  fraction  ;  ainsi  on  ferait  2  =:  ^ ,  et  ûl9\ 

drait  que  les  deux  formules  pp  -^qq  etpp'^  qq  fussent  d 
carrés,  et  que  parconséquent  aussi  leur  produit  p*  — ^fûl 
un  carré  ;  or  nous  avons  fait  voir  plus  haut  que  cela  est  im* 
possible. 

Voulût-on  faire 

6  —  a  =  2,    et   c  —  a  =  -- a, 
c'est-à-dire  p 

6  =  0  +  2    et    c^=.a  —  2. 

on  aurait,  en  faisant  encore 


*=^. 


9 
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\&  deux  formules  pp  +  â??  et  pp  —  a^ 9  à  transformer  en  car- 

es  ;  parconséquent  il  faudrait  aussi  que  leur  produit  p^  — -  ifl^ 
[evînt  un  carré  ;  or  c*est  ce  que  nous  ayons  de  même  fait  voir 
tre  impossible. 

5oit  en  général 
[e  plus 

L  faudra  que  les  foi^ihuléè  pp  -|-  mtiq  ètpp-^  nqq  deviennent 
les  carrés  ;  et  nous  Tenons  de  voit  qtte  cela  est  impossible , 
ant  lorsque  ms-f-^  etn±=-^iy  que  lorsqtie  m  =  -f-  a  et 
i  =1  —  3. 
Cela  est  impossible  aussi ,  lorsque 

car  on  aurait  dans  ce  cas  deux  formules  ^  dont  le  produit  serait 
^  p*  — •  /"^^^ ,  c'est-à-dire  la  différence  de  deux  bi-carrés ,  et 
nous  savons  qu'une  telle  différence  ne  peut  jamais  devenir  un 
carré. 

De  même  ^  quand 

m  =  5kjf  et  n  =  ^!iff. 

On  a  les  deux  formiiles  pp  -f-  !^ffqq  et  pp  —  ^ffqq  qui  ne 
peuvent  devenir  toutes  les  deux  des  carrés^  parcequ*il  faudrait 
que  leur  produit  p^  —  ^Z""**/*  pût  devenir  un  carré;  or  si  Ton 
Fait  ^  =  r,  ce  produit  se  change  en  j;K  —  4^^ ,  qui  est  une 
forintde  dont  l'impossibilité  a  été  démontrée  plus  haut. 

Que  si  Ton  suppose  m^=si  etn±±st,  ensorte  qu'il  s'agisse  ' 
de  réduire  en  carrés  les  formules  pp  +  qq  et  /âp  -f-  iàqq  \  on 
fera 

pp  +  qqr=zrr,  pp  +  2qq=ssi 
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la  première  équation  donnera 

et  la  seconde  donnera 

rr  +  qq  =  ss; 

donc  il  faudrait  que  tant  rr-^  qq  que  rr  ^  qq  pût  et 
carré;  or  l'impossibilité  en  est  prouvée,  puisque  le  p 
de  ces  formules,  ou  r*  —  q^,  ne  peut  devenir  un  carré. 

Les  exemples  que  nous  venons  de  donner  suffisent  pou 
voir  qu'il  n'est  pas  facile  de  choisir  pour  met  n  les  no 
qui  rendent  la  solution  possible.  L'unique  moyen  de  li 
de  telles  valeurs  de  m  et  de  n,  c'est  de  les  imaginer^  oi 
de  les  déterminer  par  la  méthode  qui  suit. 

On  fait 
on  a  par  la  première  équation 


et  par  la  seconde , 


m 

SS     ' 

kk-ff 

Se 


cela  posé,  on  n'a  qu'à  prendre  pour  y,  g,  h  etk  des  noi 
quelconques  à  volonté ,  et  on  aura  des  valeurs  de  m  et  ( 
qui  rendront  la  solution  possible. 

Soit  par  exemple,  A  ==  3 ,  ft  =  5,  /*=  i  etg-^r  2,  on 
m  =  2  et  71  =  6  ;  et  on  peut  être  certain  maintenant  qu 
possible  de  réduire  en  carrés  les  formules  pp  -f-  ^qq  ^^PP  + 
puisque  cela  arrive  quand  p  =  i  et  q  =  2,  Mais  la  prei 
formule  devient  en  général  un  carré ,  si 

p  =:rr  +  2J*,     q  =z  zrs;  ] 
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car  il  en  résulte 

La  seconde  formule  devient  alors 

pp  +  Qqq  ==  r*  +  s^orrss  +  4*^; 

et  nous  connaissons  un  cas  où  elle  se  transforme  en  un  carré  ^ 
savoir  le  cas  de  p  =  i  et  ^  =  â,  qui  donne  r=  i  eti=  i^  ou 
en  général  r=zs\  desorte  que  la  formule  est  =  aSs^.  Connais- 
sant donc  ce  cas^  nous  ferons  r  =  ^  -f*  ^>  h3rpothèse  qui  donne 

rr  =  «  +  û5(4-«,  r<=54+4^f  +  6w«  +  45t'  +  t<, 

notre  formule  deviendra  fl5^  -f"  A^^^  +  ^^ssU  +  ^^  + 1^  ;  et 
supposant  que  sa  racine  soit  5^.;  -^fit  -f-  tt,  nous  régalerons 
au  carré  aS^  +  lof^t  +  losstt  ^  ffsstt  -f-  fl/îi^  -f-  **>  ^^ 
moyen  de  quoi  les  premiers  et  les  derniers  termes  se  détruiront. 
Faisons  de  plus 

4  =  fl/,  d'où  /•=  > 

afin  de  chasser  les  termes  pénultièmes ,  et  nous  parviendrons 
à  l'équation 

i(45  +  a6^  =  icfs  -f-  io«  +J9^  =  145+  la^, 
ou 

a:?  —  — ^    et  j-— — -; 

donc 

j  =  — 1   et  t=a,   ou  t=:  — a^, 

et  parconséquent 

r==— 5    et  rr=^ss, 

ce  qui  nest  autre  chose  que  le  cas  déjà  connu. 

Ainsi  déterminons  plutôt  /,  d'après  la  condition  que  les  se- 
conds termes  s'évanouissent  :  il  faudra  faire 

44=10/,   ou  /  =  ^; 
a.  O 


'-•..  '\'' 
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et  en  diviiant  ensuite  les  autres  termes  par  stt ,  nous  aurons 

aSs  +  4t=zios  +ffs  +  sft, 
c'est-à-dire, 

ce  qui  donne 

ainsi 

r  =  3,  j=io; 

moyennant  cela  nous  trouvons 

pzzzskss  —  rr  =191   ,    q=ars  =zSo, 

«t  nos  formules  seront 

pp+aqq^^  4368i  =(209)»  ,   pp  +  ^(fg  =  58o8i  =  (a4iy. 

afl4-  Remarque,  On  peut  trouver  de  la  même  manière  en- 
core d'autres  nombres  pour  m  et  n^  qui  fassent  que  nos  for- 
mules deviennent  des  carrés;  et  il  est  bon  de  remarquer  que  U 
rapport  de  m  à  n  est  arbitraire. 

Soit  ce  rapport,  comme  a  à.  b ,  et  qu'on  ait  m=.az  et 
n  =  iz ,  il  sera  question  de  savoir  comment  on  doit  détermi- 
miner  z,  afin  que  les  deux  formules  pp  +  azqq  et  pp  +  bzqq 
puissent  être  transformées  en  carrés.  Nous  en  indiquerons  lei 
moyens  dans  la  solution  du  problème  suivant. 

2^5.  Neuvième  question.  Si  a  et  &  sont  des  nombres  donnés , 
trouver  le  nombre  z ,  tel  que  les  deux  formules  pp  -f-  azqq  et 
pp  +  ia^^  deviennent  des  carrés,  et  déterminer  en  même 
temps  les  plus  petites  valeurs  possibles  de  p  et  de  q. 

Qu  on  fasse 

pp -j*  azqq  :=z  rr   et  pp  rf"  bzqq  z=:  ss , 
et  qu'on  multiplie  la  première  équation  par  b  et  la  seconde  par 
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a,  la  différence  des  deux  produits  fournira  Téquatioii 

(6  —  a)pp  '=ibrr  —  ass, 

et  parconséquent 

brr  —  ass 


pp^-t:= 


a   * 


et  il  faudra  que  cette  formule  soit  un  carré  ;  or  c'est  ce  quj  ar- 
rive, quand  r=  5.  Qu'on  suppose  donc^  afin  de  faire  sortir 
les  fractions  ^ 

on  aura 

brr^^  ass bss  +  2ft(ft  — a)^f  -f»  &(&■*•  g)* â{ *^ <ff^ 

f^—     b^a    ~  b  —  a  *         ^ 

A  —  a 

.* 

Qu'on  fasse  maintenant 
on  aura 

Hoc  OCX 

y      yy 

où  les  ss  se  détruisent;;  desorte  que  les  antres  termes  étamt  di« 
visés  par  t^  et  multipliés  psûc yy,  donnent 


ai^jy  4- i  (ft  —  à)5y  =«  âJ«y  +  ter, 

d'où  résulte 

b{b~^à)yy — XX   *     s       bÇb''^a)yy  —  xx 
Ainsi 

^sixy  — sijfy^    et   ys=:i(6  — aXxy^^^iiMPÎ 
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de  plus 

«tparconséquent 

p===*4-ît==6(i— tt)^+«x--a6ay==(x— 6y)*--fl6)y. 

Ayant  donc  trouvé  p ,  r  et  5 ,  il  nous  reste  à  déterminer  «. 
Soustrayons  pour  cet  effet  la  première  équation 

pp  +  azqq  sa:  rr 

de  la  seconde 

pp -^  bzqq  zsz  ss , 

le  reste  sera 

«w  (6  —  a)  =  «  —  rr  =  (j  +  r)  (5  —  r). 

Or 

5  4- r  =  a (i  —  a)  ay  —  axx, 

*  — r  =  a6(6  — a)jy— a(6  — a)jy^ 
tm 

«4.r=aa;(C6— a)y— x),  et  *  —  r=a(i— a)j^(6y— ar); 

ainsi 

■> 

(é  —  à)zqqT=zaxi{b  —  a)j^  —  «).a(6— a)j((6y— x), 

on 

aç^  =±  ax((6  —  a)jf  —  x)  ajf  (6y  —  x)^ 
ou 

*79  =  4xy((6  — «)J'.— a:)(6y  — x); 

parconséquent 

n  s*a{^t  donc  de  prendre  pour  qq  le  plus  grand  carré  ptf  1 
lequel  le  ouméf ateur  soit  divisible;  mais  remarquons  premier'  l 
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rement  que  nous  ayons  déjà  trouvé 

pr=zb(^b  —  a)yy  +  xx  —  abxy  =  (x  —  Sy)*  —  abyy, 

et  qu'ainsi  on  peut  simplifier  en  faisant 

x=v  +  by, 
ou 

X  —  iy  =:  v, 
puisqu'alors 

p  =  vi/  —  abyy, 
et 

ou 

Moyennant  cela  on  pourra  prendre  pour  vety  des  nombres 
quelconques ,  et  adoptant  pour  qq  le  plus  grand  carré  contenu 
dans  le  numérateur ,  on  déterminera  facilement  la  yaleuE.âe  z  ; 
après  quoi  on  reviendra  aux  équations. 

m:=iaz,  nz=::bz,    et   /i=: vi^— a5yy^ 

et  on  obtiendra  les  formules  qu'on  cherchait 

qui  est  un  carré  dont  la  racine  est 

2^  La  seconde  formule  devient 

pp  +  4bzqq  =  ( vi/  —  abyyy  +  4i«y  (v  +  ay)(v  +  iy) 

ce  qui  est  aussi  un  carré  dont  la  racine 

^  =  --  vi/  —  âbyy  —  abyy, 

et  on  peut  prendre  les  valeurs  tant  de  r  que  de  s  positive». 
Développons  ces  résultats  dans  quelques  exemples. 
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aa6.  Exemple  premier.  Soit  a=—  i  et  i  =  +  i  *  •*  T>*mi 
ohercbe  des  nombres  z^  tels  que  les  deux  formules  pp'^zqq 
et  ;]p  4-  ^9  deviennent  des  carrés;  savoir,  la  première  =77, 
et  la  seconde  =  ss. 


Nous  avons  donc 


p=vv+^, 


et  il  ne  restera ,  afin  de  trouver  z ,  qu'à  considérer  la  formule 

z  —  ■        —  ■  > 

nous  donnerons  à  v  et  à^  différentes  valeurs,  et  nous  verrons 
celles  qui  en  résultent  pour  ». 


1«. 

a°. 
3 

3°. 

A"- 

5*. 

6°.     1 

V 

1 

4 

5 

16 

à 

y 
^-y 

v+y 
zqq 

z 

1 
1 

■    3 

4 

6 

5 

52 
1 

5 
4.3o 

4 

3o 
i3 

1 

3 

5 
iS.iS 

4 
1 

9 
9.16.5 

9 

7 

25 

36.25.16.7 

1 

7 

9 
16.9.14 

i6 
i5 

»7 

9.16 

5 

41 

36.a5.i6 

7 
337 

16.9 
14 

65 

Nous  sommes  en  état,  moyennant  ces  valeurs,  de  résoudre 
les  formules  suivantes,  et  d'en  faire  des  carrés. 

On  peut  transformer  en  carrés  1°.  les  formules  pp  — Bqq 
et  pp  +  67^  :  cela  se  fait  en  supposant  p  =  5  eïç  =  a  ;  car  la 
première  devient=25 — 24=  1,  et  la  8econde=25+a4'=43- 

a®.  Les  deux  formules  pp  —  5oqq  et  pp  +  Zoqq  :  savoir, 
en  faisant  p=  i3  et  ç^a  ;  car  la  première  devient=i6g— 'lao 
=  49  j  et  la  seconde  =  16g  -f-  i^o  =  aSg. 


I 
1 

j 
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3^.  De  même  les  deux  fornfiules  pp  —  i5ff  ^tjf»  •}"  ^^9> 
car  si  Ton  fait 

on  a  la  première  =  a8g  -r-  s^^  =  4d>  ®^  ^^  seconde  =  289 

+  240  =  529.       ^ 

4"*.  Les  deux  formules  pp  —  Sqq  et  /^p  4*  ^9  deyiennent 
pareillement  des  carrés  ;  savoir ,  quand 

p=4i  ,  ç  =  la; 

car  alors 

pp —  5qq  =  1G81  —  7^0  =  961  =3i*, 
et 

pp  +  5qq  =  i68i  +  71^0  =  a^^i  =  49*« 

5*.  Les  deux  formules  pp  — *  jqq  et  jpp + 7^9  sont  des  carrés^ 
si 

p  =  337  ,    q  ==  lao  ; 

car  la  première  alors  est  =:  1  i35S9  —  ippSoo  =  12769==  1 13*^ 
et  la  seconde  est  =  1  iSSSg  +  100800  =  214369  =463*. 

6**.  Les  formules  pp  —  i^qq  et  pp  +  i4qq  deviennent  de» 
carrés  dans  le  cas  de 

I 

p  =  G5,     q  =  ia; 

car  alors 

pp  —  i4qq  =  4^25  —  2016  =:  2209  =  47* j^ 
et 

pp  +  i4^q  =  4^25  +  ÛO16  =  6241  =  79*- 

227.  Exemple  second.  Lorsque  les  deux  nombres  m  et  Jt 
sont  dans  le  rapport  de  1:2;  b'est-à~dire ,  que 

û=i  ^   6  =  a, 
et  qu'ainsi 

m  =  £.^    nr=cS| 

trouver  pour  z  fies  valeurs  telles  que  bs  foifmiiles  pp  4"  *îfl 
et  pp  4-  ^^q  puissent  être  transformées  en  carrés. 

4 
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n  aérait  raperBa  ici  de  faire  usage  des  formules  générales 
que  nous  avons  données  plus  haut,  cet  exemple  pouyant  se  i^ 
duira  immédiatement  au  précédent.  En  efiTet^  si 

pp  +  zqq  =  rr  et  jpp  +  ix%qq  =  ss  ; 

on  a  par  la  première  équation 

ppz=irr—zqq, 

ce  qui  étant  substitué  dans  la  seconde^  donne 

rr  +  zqq  =  ss  \ 

lûnsi  la  question  exige  que  les  deux  formules  rr-^zqq 
et  rr  +  zqq  puissent  devenir  des  carrés^  et  c*est,  comme  on 
voit,  le  cas  de  Vexemple  précédent.  On  aura  parconséquent 
pour  z  les  valeurs  suivantes  >  6, 3o,  i5 ,  5 , 7,  i4>  etc. 

On  peut  faire  aussi  en  général  une  transformation  semblable. 
Car  supposons  que  les  deux  formules  pp  +  ^q  et  pp  +  nqq 
puissent  devenir  des  carrés,  et  faisons 

pp  +  mqq:=2rr  ,   pp  +  nqq  =  ss; 

la  première  équation  donnant 

pp  —  rr^  mqq , 
la  seconde' deviendra 

ss:=:rr  —  mqq  +  nqq , 
ou 

rr+ (ji  — m)  ^9  =  55;    - 

si  donc  les  premières  formules  sont  possibles,  ces  dernières 
rr  •^»  mqq  et  rr  +  (  n  —  m  )  ç</  le  seront  de  même ,  et  comme 
m  et  n  peuvent  être  niis  Fun  à  la  place  de  Tautre ,  les  formule» 
rr^^nqq  et  rr+  (m  — n)  ^ç  seront  possibles  pareillement;  et 
au  contraire,  si  les  premières  sont  impossibles  1  les  autres  ne  le 
seront  pas  moins. 


i 
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8.  Exemple  troisième.  Que  m  soit  à  n  comme  i:5,  ou 

que 

te  que 

'il  s'agisse  de  transformer  en  carrés  les  formules /jp-f-sff 
'+-5zqq. 

sque 

a=i  etA  =  S, 

;stion  sera  possible  dans  tous  les  cas  où 

2i??  =  4^y(v+J')(v  +  3y), 

/7=:vv— 3jy. 

adoptons  pour  v  et^  les  valeurs  suivantes  : 


1^ 

a». 

3». 

V 

1 

3 

4 

y 

v-f-y 

+3y 

zqq 

1 

4 

l6.3 

a 

5 

9 
4*9.3o 

I 
5 

7 
4.4.35 

i6 
a 

4-9 

3o 

4.4 
35 

P       û 

3         i3| 

4". 


4*9«25.4*2 


4.4.9.35 

191 


4.j.i6.â5 


nous  avons  ici  deux  cas  pour  z^q,  ce  qui  fait  que  nous 
)ns  transformer  de  deux  manières  les  formules  pp  -f-  2qq 
+  6qq. 

première  est  de  faire 


psa  ,    </  =  4, 
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et  parconaéquent  aussi 

car  nous  ayons  alors 

pp  +  !^qq  —  9  ,   pp  +  6qq^2S. 
La  seconde  manière  est  de  supposer 

moyennant  quoi  nous  aurons* 

pp  +  2qq={  ao9  )•  ,  pp  +  6qq^  0»4O*- 

« 

n  est  difficile  de  décider  ai  on  ne  pourrait  pas  faire  aussi  ft=i  ; 
ce  qui  aurait  lieu  y  quand  zqq  serait  un  carré.  Mais  quant  à  la 
question ,  si  les  deux  formules  pp^qq  et  pp-^-  Zqq  pauvtnt 
devenir  des  carrés,  voici  le  procédé  qu'elle  exige. 

A2ig .  H  s'agit  de  rechercher  si .  on  peut  transformer  ^n  canpés» 

ou  non , iesibrmules  pp  -i-qq  etpp'\- 5qq  :  qu'pn  soppeM 

■  1  . 

PP  +  qq  =  rr  ,  pp+5qq  =  ss, 

et  qa*OB  considère  les  points  suivans  : 

1*.  Les  nombres  petq  peuvent  être  regardés  comme  pre* 
miers  entre  eux  ;  car  s'ils  avaient  un  commun  diviseur.  les  deux 
formules  ne  laisseraient  pas  de  rester  4es  carrés,  après  qu'on 
aurait  divisé  p  et  q  par  ce  diviseur. 

a*,  p  ne  peut  être  un  nombre  pair  ;  car  en  ce  cas  q  serait 

.impair,  et  parconséquent  la  seconde  formule  serait  un  nombre 

de  l'espèce  4^1  +  3,  qui  ne  peut  devenir  un  carré;  doncp 

est  nécessairement  impair ,  et  pp  est  un  nombre  de  l'espèce 

8/1 -f"  1- 

* 

3'.  Puis  donc  que  p  est  impair ,  il  faut  que ,  dans  la  première 
fomude^  q  soit  non-seulement  pair,  mais  qu'il  soit  mêuEie  din* 


1 
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siblepar  4)  stBn  que  qq  devienne  un  nombre  de  Teiiiica  -i6fi,  et 
.^e  pp  -|-  qq  soit  de  Tespèce  87i«f>  i . 

4®.  De  plus  p  ne  peut  être  divisible  par  3  ;  .<:ar  n  cela,  étut, 
pp  serait  divisible  par  g ,  et  f  ç  ne  le  serait  pas  ;  ^si  5qq  ne 
serait  divisible  que  par  3  et  1qôù  ^ar  g;  parconséquent  aussi 
pp  +  Zqq  ne  pourrait  être  divisé  que  par  3  et  non  par  9 ,  et  ne 
pourrait  donc  êtte  un  carré  ;  ainsi  p  ne  peut  être  divisé  par  3  ^ 
et  pp  sera  un  nombre  de  Tespèce  'in^i. 

S''.  Puisque  p  n'est  pas  divisible  par  S ,  H  faut  qué'f  le  soit  ; 
car  autremèiit  <;9  serait  un  nombre  de  l'espèce  3n4"  *  >  «* 
parconséquent  pp  '+-  qq  vm.  nombre  de  Tespècte  S»  -f-  a ,  -qui 
ne  peut  être  un  carré  ;  donc  q  doit  pouvoir  se  diviser  par.  3. 

£^,  p  n'est  pas  divisible  non  j>lu6  par  5  ;  car  si  cela  était ,  q 
ne  le  serait  pas^  et  qq  serait  un  nombre  de  l'espèce  5n  +  i 
ou  5/1  +  4  S  parconséquent  Sqq  bbtsàï  de  l'espèce  5/i  +  3  ou 
5n  -f*  2 ,  et  conmie  pp  -f-  3^9  appartiendrait.aux  mê^le8  espèces^ 
cette  formule  ne  pourrait  devenir  un  carré  ;  donc  il  faut  néces- 
sairement que  p  ne  soit  pas  divisible  par  5  ^  et  que  pp  soit  un 
nombre  de' l'espèce  5/i  -f-  1 ,  ou  de  l'espèce  5/?  -f"  4* 

7*.  Mais  puisque  p  n'est  pas  divisible  par  5  ,  ycryansinq  est 
divisible  par  5  onction;  que  si -^ n'était  pastlhisiMe  par 5,  qq 
serait  de  l'espèce  5«+â  ou  5n^3/comiiî€^nbb9^V(îBS"Vti; 
et  puisque  pp  est  5/i  +  1  ou  5/1  +  4  >  i^  faudrait  que  pp'j^iqq 
fut  de  même  ^  ou  5/i  -f-  1  <»^  ^^  +  4* 

Qu'on  suppose 

on  aura 

W  — 5«  +  4,       •    • 

parcequ'autremenf j9p -|r*çf  «ne  [iotBirait  être  un  carré;  mais 
on  aurait  alors 

3^</ =  5/1 -f- fl  ,    pp^- 377=  5/1 +  3, 
ce  qqi  ne  peut  jêtre  un  carré*. 
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Soit  en  second  Kem  I  ^^ 

on  anra  dant  ce  cas 

qq^=z5n+i  et  5qq  =  5n  +  3 ; 
donc 

pp  +  377  =  57i  +  a, 

ce  qui  ne  peut  être  non  pins  un  carré.  U  s'ensuit  de  là  qœ  qtf 
doit  être  divisible  par  5. 

8"*.  Or  q  étant  divisible  d'abord  par  4>  ensuite  par.  3  et  sa 
troisième  lieu  aussi  par  5  ^  il  faut  que  ce  soit  un  nombre  tel 
que  4*3.57?i,  ou  que  ^  =  6om;  ainsi  nos  formules  devien- 
draient 

pp  +  36oom7n  =:  rr, 
et 

pp  +  10800mm  =  SS', 

cela  posé,  la  première,  étant  soustraite  de  la  seconde,  don- 
nera 1 

desorte  qu'il  faudra  que  s  'i-retS'^r  soient  des  facteurs  ds 
7aoomm;  et  on  doit  faire  attention  en  même  temps  qu'ft 
faut  que  5  et  r  soient  des  nombres  impairs,  et  de  plus  premiers 
entre  eux. 
9^.  Soit  de  plus 

72bomm  =  4fg> 

ou  que  les  facteurs  en  soient  afet  2g ,  et  qu'on  suppose 

on  aura 

*=f+g  ,    rizzf'^g, 

et  il  faudra  que  f  et  g  soient  premiers  entre  eux ,  et  que  1*011 
soit  pair  et  Vautre  impair.  Or  comme  ^=:  1800mm,  il  faudra 
donc  décomposer  1800mm  en  deux  facteurs,  dont  l'un  soit  pair 
et  l'autre  impair  ;  et  qui  n'aient  aucun  coounua  diviseur. 
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10*.  U  est  à  remarquer  en  outre ,  que  puisque 

rr=pp  +  qq, 
«t  qu'ainsi  r  est  un  diviseur  de  pp -f^  qq  ^  il  faut  que 

ioit  pareillement  la  somme  de  deux  carrés,  et  comme  ce 
nombre  est  impair ,  il  faut  qu'il  soit  contenu  dans  la  formule 

11®.  Si  nous  commençons  maintenant  par  supposer  m  =  i  ^ 
nous  aurons 

j^=i8oo  =  8.9.a5, 

et  de  là  résulteront  les  décompositions  suivantes  ; 

/=i8oo  ,   g  =  i, 

ou 

/=aoo  ,   gs=9, 
ou 

/=:aa5,    g  =  8. 
La  première  donne 

r=f—g=z  1799  =  411  -f  5  : 

la  seconde  donne 

r=/— g  =  i9i  =  4»  +  5* 

la  troisième  donna 

mais  la  quatrième  donne 

r:=/— g'-=ai7  =  4î*+  !• 
Ainsi  les  troid  premières  décompositions  devront  être  exclues , 
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et  il  ne  nons  restera  qne  la  quatrième  ;  noiu  ponvon»  en  con- 
clure en  général^  que  le  plus  grand  facteur  doit  être  impair, 
et  que  le  plus  petit  doit  être  pair;  ïnais  au  reste  la  valeur  r=3i7 
ne  peut  même  avoir  lieu  ici,  parceqoe.ce  nomlnre  est  divîsiUt 
par  7»  ce  qui  n'est  pas  la  somme  de  deux  carrés. 

lâ*.  Soit  ?n=  a  I  on  aura 

^==7300=1:  Sa. aaS; 

c'est  pourquoi  l'on  fera 

/"=afl5  ,    g:  =  Sa, 
ensorte  que 

et  ce  nombre  étant  la  somme  de  deux  carrés ,  il  vav4f a  k 
peine  de  l'essayer.  Or  comme 

9=iao  ,    r=i95, 
et  que 

on  aura 

r+q  =  3iS  ,    r—  7=  73 ; 

mais  puisque  ces  facteurs  ne  sont  pas  des  carrés ,  on  voit  bien 
que  pp  ne  devient  pas  un  carré.  On  perdrait  de  même  sa  peine 
à  substituer  au  lieu  de  m  d'autres  nombres,  c'est  ce  que  nous 
allons  encore  faire  voir. 

aoo.  Théorème.  Il  est  impossible  que  les  deux  formules 
pp  -j^qq  etpp  -{-  5qq  soient  l'une  et  Fautre  un  carré  en  même 
temps;  desorte  que  dans  les  cas  où  Tune  est  un  carré,  il  est 
sûr  que  l'autre  n'en  est  pas  un. 

Démonstration.  Puisque  p  est  impair  et  que  q  est  pair,  ainsi 

que  nous  l'avons  vu ,  pp  -f-  qq.iie  petit  être  un  carré  que 

lorsque 

qT=:Qrs  y   pz=zrr'^ss , 

'       'i    ■ 
ttpp'^  Zqq  ne  peut  être  un  carré ,  que  lorsque 

q  =  fitu  ,   p=ztt  —  Zuu ,  ou  p  =  Sua— f^ 

•  - 
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comme  dans  les  deux  cas  q  doit  être  un  double  produit^ 
on  suppose  pour  l'un  et  l'autre 

q  =  aabcd, 

qu'on  fasse  pour  la  première  formule 

r=iab  ,   s  =  cd, 
pour  la  seconde 

t:=:aG  ,    u  =  bd^ 

aura  pour  celle-là 

p  =  aai&  — •  ccdd^ 
pour  celle-ci 

p  =  aacC'-^Sbbddy  ou  p  =  Zbbdd'^  aacc  ; 

ces  deux  valeurs  doiyent  être  égales  ;  ainsi  l'on  a 

aabb  -—  ccdd = aacc  •—  Zbbdd, 
bien  * 

ooifr  —  cccU  =::  Zbbdd  — -  aacc  ^ 

on  observera  que  les  nombres  a ,  i  ^  c  et  ^  sont  généraie- 
nt plus  petits  que  p  et  ç.  H  faudra  maintenant  considérer 
ique  cas  séparément  :  le  premier  donne 

aabb  -f-  Zbbdd = ccdd  +  aacc , 

bb  Caa+  5dd)  =  ce  ( aa  +  dd) , 
ù  résulte 

bb aa-^-dd 

oc        aa  +  3dd* 

ction  qui  doit  être  un  carré.  Ôr  le  numérateur  et  le  déno- 

lateur  ne  peuvent  avoir  ici  d'autre  commun  diviseur  que  3^ 

cequ'ils  ont  pour  différence  Qdd,  Si  donc  s  était  un  commun 

•in     1    .           aa  '4~  dd       aa  --4-  odd  <«  » 

iseur^  il  faudrait  que  ■  et  — -^- fussent  sépa- 
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rément  des  carrés  ;  mais  les  nombres  a  et  d  sont  <1ang  c 

impairs  l'un  et  Tautre,  ainsi  leurs  carrés  sont  de  la  forme  Si 

et  la  formule est  comprise  dans  l  expression  4r, 

et  ne  peut  être  un  carré  ;  donc  22  ne  peut  être  un  diviseur  < 
mun  ;  le  numérateur  aa-^ddetle  dénominateur  aa  -)- 
sont  premiers  entre  eux ,  et  il  faut  que  chacun  soit  de 
même  un  carré.  Or  ces  formules  sont  semblables  aux 
mières  ;  et  si  celles-ci  étaient  des  carrés^  il  faudrait  que 
formides  semblables ,  mais  composées  des  plus  petits  nom! 
fussent  aussi  des  carrés  ;  ainsi  on  peut  en  conclure  récq>rc 
ment  de  ce  qu'on  n'a  pas  trouvé  des  carrés  dans  les  { 
nombres ,  qu'il  n'y  en  a  point  dans  les  grands. 

Cette  conclusion  cependant  n'est  admissible  qu'autant 
le  second  cas  ^ 

aabb  — -  ccdd  :=  Zbbdd  —  aacc  ; 

nous  en  fournira  une  pareille.  Or  cette  équation  donne 

aabb  -f-  aacc  =  Zbbdd  -^  ccdd^ 
ou 

aa  {bb  +  ce)  z=zdd{5bb  +  ce)  , 

et  parconséquent 

dd         bb  'A'  ce  ce  'A'  bb 


€ia         00  -f-  ce  ce  -h  00 

aa       Zbb  -f-  ce  ""  ce  +  Sbb  ' 


ainsi  cette  fraction  devant  être  un  catré,  la  conclusion  pr 
dente  se  trouve  pleinement  confirmée  ;  car  si  dans  de  gr 
nombres  il  y  avait  des  cas  où  pp  +  qq  et  pp  -f-  ^qq  fussent 
carrés^  il  faudrait  que  de  tels  cas  existassent  aussi  pour 
nombres  plus  petits ,  et  c'est  ce  qui  n'a  pas  lieu. 

23 1 .  Douzième  question.  Déterminer  trois  nombres,  x,y  ( 
tels  qu'en  les  multipliant  ensemble  deux  à  deux,  et  ajouta 
au  produit  I  on  obtienne  chaque  fois  un  carré  ;  c'est-à-dire  c 
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s'a^t  de  transformer  en  carrés  les  trois  formnlestsniyantes  : 

1°.  a^+  1,  a®,  xz  +  1 ,  3®.jrs-4-  i. 

Qu'on  suppose  des  deux  dernières  Tune 

xz  -j-  1  =:  pp , 
y  et  l'autre 

et  on  aura 

z  *^  z 

.    I^a  première  formule  se  trouve  transformée  par  là  en  celle-ci^ 

i^^ '     -^ i  +  1 ,    qui  doit  parconséquent  être  un 

zz 

carré,  et  qui  ne  le  sera  pas  moins  si  on  la  multiplie  par  zz  ; 
desorte  que  la  formule  {pp —  i  )  (^qq  —  i  )  -f-  az,  doit  être 
un  carré ,  ce  qu'il  est  facile  d'obtenir.  £n  eifet^  que  la  racine 
en  soit  =  z  -f-  r ,  on  aura 

(pp— O  (W— 0=ara  +  rr,. 
et 

^_  (pp  — O  (<y<7  — O  — 'yy 

où  l'on  peut  substituer  kp,  q  etr  des  nombres  q[uelconques« 
Soit^  par  exemple^ 

r=— p7  — 1, 
on  aura 

rr  =  ppqq +  f^  +  i; 

^  _  —j^pq  —  pp  —  qq  _  J^+^+qq, 

—  2pq  —  a  Qpq  +  ^ 

donc 

_  (pp— O  (ap<y  -fa)  ^aCpg+O  (PP~0  « 
~"       pp  +  2pq  +  qq  iP  +  qY 

et 

a(p(y  •'>  0(<y<y— i) 

^  ip^qT 
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Mais  si  Ton  demande  des  nombres  «ntiers ,  il  faudra  faire  h 
première  formule 

«t  supposer 

alors  la  seconde  formule  devient  ; 

arx  4"  ^  +  J??  -H  1  =  arx  -+•  çx  -f-  fi/; , 
et  la  troisième  sera 

et  ellea  deviennent  èviâçmmênt  (tes  carrés ,  si  i*on  fait 

vu  qi^p^jàgï^c^Xj^,  k spjQo^de  est  =Ea5a?±f^pa?4-pp,^  dont  k 
racine  est  a?  dzp,  et  la  troisième  ests;5jy -i;  îa^ijy  -f-pp>dont 
la  racine  esi  y  ±ip.  Nous  ayons  parconséquent  cette  solution 
très-élégante:* 

^  +  1=^,    d'oà    içyrap/î^i, 

qui  a  eu  liei;  pour  une  valeur  quelconque  de  p  ;  et  de  plus  le 
troisième  nombre  se  trouve  de  deux  manières  ^  p\}isqu*on  a 

Eclaircissons  ces  réspkats  par  quelquc^s  ^^çiples. 
1°.  Soit  pT=i3y  on  aura 

pp— 1==58, 

et  si  Ton  fait 

on  aura 

«=12,  ou  2  =  0; 

ainsi  les  trois  nombres  cberckés  sont  2  ,  4  et  is2. 
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!2^.    Soît 

p=4^  on  j|pj9-^l3SlS} 

mainteâant  ai 

0?  =  5  et  ^  3»;  3 , 

on  troiiye 

2  =  i6  ou  z  r=  o; 

donc  les  trois  nombres  cherchés  sont  3^  5  et  i6« 
3^.  Soit  p==:5^  on  aura 

et  si  de  plus  on  fait 

07  =  3  ft^  =  8; 
on  trouve 

2  =  ai  ^  ou  bien  2  =  1$ 

d  où  résultent  les  nombres  suivais  :  } ,  3  et  S  y  ott  S ,  8  et  ^1  ^ 

âSs.  Treizième  question.  On  cherche  trois  nombfeiF  entiers^' 
x,yetz,  tels  que  si  on  a^ovté^^  chaque  j^roduit  de  ces  nombres 
multipliés  deux  à  deux^  un  nombre  donné  a^  un  obtienne 
chaque  fois  un  catré. 

Puisque  Tes  troi^  formules  suivantes  doivenli  êtte  des  carfés^ 
1®.  ory  +  «>  a"'  a»  4-  a ,  ^.  yz^a,  qfk^ônt  «Ugpose  la  pre* 

mière 

et  qu  on  fasse  ^ 


on  aura  pour  la  seconde  formule 
et  pour  la  troisième 

^y  +yy+y4  -f  ^^yy-^  (ff-^ppi 

9t  elles  deviennent  toutes  deujic  des  carrés  ,  si  ç  =  ^  âp  ;  ainsi 
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c'est-à-dire  qu'on  peut  trouver  pour  z  deux  valeurs  différentes. 

a33.  Quatorzième  question.  On  demande  quatre  nombres 
«ntiers  ^  x  ^  y,  s  et  v^  tels  que  si  on  ajoute  aux  produits  de 
ces  nombres  pris  deux  à  deux^  un  nombre  donné  a  ^  il  en  ré- 
sulte des  carrés. 

Il  faut  donc  que  les  six  formules  suivantes  deviennent  des 
\  >carrés. 

!••  oy-^a^  a*.  xz4"0>  S^.j'aj  +  a,  4®.  ori^  +  a, 
5^j^v  +  a,  6*.  zv-i-a. 

^Qu'on  conmience  par  supposer  la  première 
«t  quVm  preone 

la  seconde  et  la  trôirîème  formule  descendront  des  carrés.  Si  de 

plus  on  suppose 

v  =  x+,y  —  !ip, 

la  quatrième  e^  la  cinquième  formule  deviendront  pareille- 
ment des  carrés  ;  il  ne  reste  donc,  que  la  sixième  formule. qni 
•era  xx  +  st3cy  +yy  —  4pp  +  flj  et  gui  devra  de  même  der- 
Tenir  un  carré.  Or  comme 

flp  =  ay  +  a, 

cette  dernière  formule  devient  xx  —  ajpy  -{'yy^'^ct,  et  par- 
xonséquent  il  «'agit  de  transformer  en  carrés  les  deux  formules 
suivantes  : 

1**.  acy4-ia  =  pp,      a^  (x — yY — 3a. 
Que  la  racine  de  la  dernière  soit  (x  — y)  —  q ^  on  aura 

ix-yy^5a=ix—yy  —  Qq(x^y)+qq; 

ainsi 

—  5a  =  ^!iq(x—y)  +  qq, 
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et 

parconséquent 

,    cya  +  3a 

Soit  à  présent 

il  en  résultera  ^ 

,  çç  +  3a 


on 
ou 
et 


4çry  +  açrr  =  (  9î  +  3a)  y  +  aoç, 
flçrr — aaç  =3  ( çç  +  3a)  jf  —  4çry, 

_      a?rr~aay 
W  +  3a— 4?^* 

où  f  et  r  sont  arbitraires  »  pourvu  que  x  et  y  deviennent  des 
nombres  entiers;  car  puisque  p==:jf-|-r,  le»  notabres  2  et  v 
seront  aussi  de  tels  nombres.  Le  tout  dépend  principalement 
de  la  nature  du  nombre  a,  et  il  est  vrai  que  la  condition  par 
laquelle  on  exige  des  nombres  entiers  y  pourrait  causer  quel- 
ques difficultés;  mais  il  faut  remarquer  que  la  solution  est 
déjà  fort  restreinte  d'un  autre  côté^  parcequ'oin  a  doni^  aux 
lettres  2  et  v  les | valeurs  x+jfdzap,  tandis, qu'elles  pour- 
raient en  avoir  évidemment  un  grand  nombre  d'autres.  Voici 
donc  quelques  considérations  sur  cette  question',  qui  peuvent 
avoir  leur  utilité  dans  d'autres  cas. , 

1^.  Lorsque  ocy  -f*  a  doit  être  un: carré,  ou 


•» 


il  faut  toujours  que  les  nombres  x  et^  aient  UjEbrme  r.rr  ^s  ; 
si  d(mc  nous  supposons 

■t     t         ■  ■    ,  l       f  t    ■*:    :    ■  I».-.  1*1.  V 

a>=ift  — occ,    yz=dd—aee^ 

3 


fi5o  i  t  t  u  ^  n  s 

nou9  trouYont 

Soit  maintenant 

ie  — p  crf  =  i  1 , 

nous  aurons 

çt  parconséquent 

opy  +  fit  =?  (  ftcf*-^  ace  )\ 

fi^.  Si  de  plus  nous  çupposons  • 

et  que  nous  donnions  ày*et  à^  des  valeurs  telles  que 

les  formules  x^&'-f-  aetyz  +  a  deviendront  p^eillement  des 
carrés.  Ainsi  tout  se  réduit  à  donfaèr  tant  k  b ,  c,  d  eie  ^*4 
f^tig,  de»;valeur8  telles  qn^  lépib^été^  q[ue  nous  ayons 
supposée  ait  Iku. 

3^.  Représentons  ces  trois  couples  de  lettres  parles  filetions 

T-,  -^  et*2K;  elles  devront  être  tellt^  que  6haqu0  dilTérehce  d^ 

deuxd*entre elles  soit  expriniée  p^r  iine fr^ptioq^dontk aonér 

çateur=*  i.  Car  puisque  ,  .  i 

.il  ■ 
b        d       ic  -—  de 


ce  €e 


il  faut ,  ainsi  que  nou^  ravonn  -vu ,  que  ce  numérateur  soit 
r=  zh  I .  Une  de  ces  fractions  au  reste  est  arbitraire ,  çt  il  est 
facile  d'en  trouver  une  autre:,  de  façon  que  la  condition  presr. 

çpte  ait  lieu.  Soit ,  par  exemple^  la  première  -  =  |,  il  faudra 


.<^ 
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j5i 


V  7 

que  la  seconde  -  lui  soit  à-peu-près  égale  ',  <fu*on  fasie  donc 

-  =  I ,  on  aura  là  différence  ±^  \.  On  peut  aussi  déterminer 

cette  seconde  fraction  par  te  moyen  de  la  première^  d'ont^ 
manière  générale  ;  car  pèisque 


1 

A 


d 

e 


5e  —  5td 


226 

3e  —  aÉÎ=  ly 


it  faut  que 

et  parconséquent 

ad  =;  5e—  ï  ,  et  d  =  e  -^ — 


Ainsi  faisant 


=  ni  y  ott  e  =  am  -f-  1  j; 


nous  aurons^ 


tt  notre  seconde  fraction  sera. 

d      Sm-f-i 
e       2m  -f- 1*" 

C^est  de  la  même  manière  qu'on  pourra  déterminer  la  secondé 
fraction  pour  telle  première  que  l'oà  votidfà,  comme  on  le- 
voit  par  les  exemples  suivans  : 


I 


b 

c 


- — 1 


d 

e' 


3m-f-i 


a/n-f-i 


f 


5m-f-a 


3m+i 


7 


iA>A« 


7m+2 


3/ïi-f-i 


8 
5 


11 

4- 


87n-)-3 


5m-f-a 


ii7n+3 


4^71-+- 1 


8 


I  7 
7 


"7 


i3ni+5Li7m+5 
"§m+3    7771 -|-a 


naaicsBi 


4^.  Quand  on  a  déterminé  convenablement,  les  deux  frac- 
tions -  et  ->,  il  est  facile  d*en  trouver  aussi  une  troisième  ana- 
ce 
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.   logue  à  celles-là.  On  n'a  qu*à  supposer 
desorte  que 

f=ttâ. 

g       c  +e' 
car  les  deux  premières  donnant 

on  a 


g        c        cc'\~ce^ 
et  en  soustrayant  de  même  la  seconde  de  la  troisième ,  on  aura 

f       d        be  ^^  cd  ±1 

g"        e         ce  -j-  ce        ce  -f-  ee' 

5^.  Après  avoir  déterminé  de  cette  manière  les  trois  fractions 

h     d         -f 

-,  -  et  ^ ,  il  est  facile  de  résoudre  notre  question  pour  trois 

nombres  x,y  etz,  en  faisant  que  les  trois  formules xy  -{-a, 
xz-f-a  etyz  -j-  a,  deviennent  des  carrés  :  on  n'a  qu'à  poser 

x=zl)b  —  acc^y=zdd  —  aee,  z^^ff'-^agg. 

Qu'on  prenne ,  par  exemple,  dans  la  table  du  n*  3, 

-=4        é~L      d'où  -f  — i^- 
C        3'      e        ^'  g        ^ 

delà  résultent  ces  valeurs 

a:  =  25  — 9a,y  =  49  — iGa,    2=144  —  490, 
desquelles  ont  déduit 

ocy  +  az=.  laaS  —  840a  +  i44a^  =  (35  —  laa)*  ; 
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insuite 

xz  +  a  =  36oo  —  liSâoa -)- 44^^  =  (  So  —  flia)*.  ; 
3nfin 

yz'\'a:=z  7o56  —  4704a  +  78401  =  (64—  a8a)*. 

£34.  Quil  s*agis6e  maintenant  de  déterminer,  conformément 
à  notre  question ,  quatre  lettres,  x,^,  s  et  v,  il  faudra  joindre 
une  quatrième  fraction  aux  trois  précédentes.  Soit  donc  les 

trois  premières  -,  -, -==      '     ^  pt  quon  suppose  la  qua- 

tième  fraction 

k       e+g        fle  +  c' 

de  façon  qu'elle  ait  avec  la  troisième  et  la  seconde  le  rapport 
prescrit  j  si  Ton  fait  après  cela 

x=:bb — ace,  yznzdd — aee,  ^"^^ff — ^S»   v^^hh-^akk, 

on  aura  rempli  déjà  les  conditions  suivantes  :  1®.  ay  +  a  =un 
carré  ,  a°.  xz  -f-  a  =  un  carré ,  3®.  j^z  +  a  =  un  carré , 
^""-y^  +  a  =  un  carré ,  5®.  zi/  -f-  a  =  un  carré  ;  et  il  ne  reste 
donc  qu'à  faire  ensorte  qu*aussi  xv  -{-  a  Revienne  un  carré ,  ce' 
qui  ne  résulte  pas  des  suppositions  précédentes,  parceque  la 
première  fraction  n'a  pas  avec  la  quatrième  le  rapport  prescrit. 
Cela  nous  oblige  à  conserver  dans  les  trois  premières  fractions 
le  nombre  indéterminé  m;  c'est  par  ce  moyen  j  0t  en  déter- 
minant m ,  que  nous  parviendrons  à  transformer  aussi  en  carré 
la  formule  xv  +  a. 

6°.  Qu'on  tire  donc  de  notre  petite  table  le  premier  cas , 
et  qu'on  fasse 

b 3       d Sm  *f-  1  ^ 

c        *'ê       ai»+i* 

on  aura 

f       3m  +  4  ^        ^^  "+•  5 

g~"am-H3'  %^  4m  +  4* 
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cl*où  résultent  ces  déterimnations 

fl 

«nsi 

on 

W-Hc==9(67n+5)^— <z(a88m*+538m4-a43)  -f-4i2ii(4iii+4)* , 

de  qnoi  on  peut  facilement  faire  un  carré  ^  yu  qHe  mm  .'& 
trouve  multiplié  par  un  carré  ;  mais  c'est  à  quoi  nous  ne  nous* 
arrêterons  pas. 

7*.  On  peut  aussi  indiquer  d*une  manière  plus  générale  le* 

fractions  dont  nous  ayons  fait  voir  qu^on  avait  besoin  ;  car 

soit 

*       l    d       ni  — 1 


le  n 


on  aura 


/_wI4-I  — 1         ^  _gnl+l  — ^ 

g  71+1         ^        S  2/1 -f-1         *' 

qu'on  suppose  dans  cette  dernière  firactîon 

a»  «+.  1  =  m  > 

elle  deviendra  = ;  parconséquent  ïà  première  donn^ 

a;  =:  II  —  a ,, 
et  la  dernière  fournit 

V  =  (  I/n  —  a  )*  —  amm. 

La  question  est  doàc  seulement  que  xi/  -f~  ^  devienne  un  carré. 
Or  à  cause  de 

¥'=:  (II  — a),  mu»-* 4^/71  +  4* 
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PO  a 

a:v  +  a=:(II— a)«m7n  — 4(11— -a)  Im  +  ^II  — 3a; 

et  puis  donc  que  ceci  doit  être  un  carré ,  qu'on  en  suppose  la 
racme==(II  — a)  m— p;  le  cacré dé  cette qaaiitit^^ étant 

iîl—aymm^r^a  (M-r-a)  nip  +  pp, 
on  aura 

—  4(II--a)l7n  +  4n~3«==  — fl(n— a)7wp+pp; 

donc 

/3p-r4n+3fl 

iî>Olt 

p  =  fll  +  7,    . 


on  trouvera 

m 


flî(ll— à)    ' 


où  l'on  peut  adopter  pour  t  et  ^  tela  noipbrts  quc.Vpn  ^oo^f'' 
Si ,  par  exemple ,  a  ==  i ,  qu'on  fasse  I  =  m  =  a ,  on  aura 


>9 
et  en  faisant  ç  =  x  ,  on  trouvera  2 ,  de  plus 


*   l.a  •  J  *  • 


mais  ne  nous  arrêtons  pi^  plus  iQngntftRips  à  cette  question , 
et  passons  à  une  autre,  •         ...... 

Quinzième  question.  On  cherche  trois  nombres  x^  y  et  z, 
tels  que  les  aonoimes  et  les  difï&reiicèâ^de  6és  âoihbretf  pris  deux 
à  deux ,  soient  des  carrés.  .... 

La  question  exigeant  qu'on  transforme  en  carrés  les  six  for- 
mule.» wvaatçs  ;  i^  a?  H-^ya«..àr-f'a'i  S^.j^rf-sr,  /p.  x^y, 
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5°.  a;— -Zy  6**.  j^  — «,  on  commencera  par  les  trois  demière^i 

et  on  supposera 

« 

les  deux  dernières  fourniront 

déserte  qu'on  aura 

a  cause  de 

x—y  =  qq^rr=pp; 

ainsi  pp  -f-  rr,  ou  la  somme  de  deux  carrés^  doit  équivaloir  à  un 
carré  qq  ;  or  c'est  ce  qui  arrive  ^  quand 

pz=z2ab,    rzzizaa^^bbf 

puisqu'alors 

q=^aa'+'bb. 

Mais  conservons  encore  les  lettres  p^  q  etr,  et  considérons  aussi 
les  trois  premières  formules^  nous  aurons 

a:+jr  =  ç7  +  rr  +  a«, 

r 

)  a:  +  z=:qq  +  !iz, 
jr  +  a  =5  rr  +  a35. 

■ 

Soit  la  première 

qq  +  rr  +  s^:=itt, 

moyennant  quoi 

az  =  t^— -i^f  —  ir; 

il  faudra  encore  que 

W  -^  rr = un  carré ,    tt  —  ^^  =  un  carré  ; 
c'est-à-dire 
tt  —  (aa-—W)*  =  utt  carré,     «—(aa  +  W)*=iin carré; 


Ht 

m 

w 

1 


d'algèbre.  •  nZj 

u  bien  nous  aoroos  à  traiter  les  deux  formules  f^— o^—M-f  saa&ft 
t  tt  —  a*  —  M  —  fiaabb  \  or  comme  tant  ce  +  cW  -f-  acrf  que 
c  ^  dd"^  Qcd  sont  des  carrés^  il  est  aisé  de  voir  que  nous 
Ltteindrons  notre  but ,  en  comparant  ^f-— a^-«  M  ayec  cc^^'dd 
it  aaabb  ayec  acd.  Supposons  dans  ce  dessein 

cd  =  aabb  ^=^ffgghhkh , 
;t  prenons 

^=ffSS^     d=hhkk* 

aa=ffhh,   bb=ggkk, 
ou 

a=fh,    b  =  gk; 

la  première  équation 

^t  — a*  — i4=cc  +  cW; 

prendra  la  forme 

tt^fiM^g^M=fg^  +  ¥ki;' 

donc 

ou 

il  faudra  parconséquent  que  ce  produit  soit  un  carré  ;  mais 
comme  la  résolution  en  serait  difficile ,  reprenons  les  choses 
d'une  autre  manière. 

Si  nous  déterminons  par  les  trois  premières  équation* 

les  lettres  y  et  z  ;  nous  trou:vons 

d  où  résulte 

qq=zpp+rr. 

Or  nos  premières  formules  deviennent  maintenant 
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FaiaooB  cette  dernière 
desort»  quv 

il  ne  nous  restera  à  transformer  en  carrés  que  lés  fonHuies 
U-^qq  et  tt -f- /T'^  Àtais  puisqii'S  faut  q[iie 

posons 

q^r^ina-^bb,  et  p^szaa'-^bb, 

nous  auront 

fi^i^ab, 

et  parconséquent  nos  formule»  siéront: 

tt  +  {aa  +  bby:^U-^ à^ -^  b*  +  Qaabhia±tlia  &»fè 
tt+  (aa-rW)*=i^^  +  a*  +  M— •aaoéissun  carré. 

Nous  n^avons  à  présent,  pour  arriver  à  notre  but^  qu'à  com^ 
parer  de  nouveau  tt  +  â^  +  ^  ^vec  ce  -f-  dii  et  aaabb  ayec  2ci^ 
Soit  donc ,  commet  ^i^e^MïTi 

et 

nous  aurons 

cdzn^n^b, 

et  il  faudra  encortf^  que 

d'où  résulte 

Ainsitoutser^diMtàtrowtr  deitfcdiff^énces  dedeulcbiM;aniéS| 
savoir/^  —  k^  et  g*— .  W,  qui,  multipliées  Tune  par  l'autre^ 
produisent  uu  carré» 


d'alcebhk.  aS) 

'onàdérons  pour  cet  effet  la  formule  m^  —  n*^  voyons  quel» 
ibres  elle  fournit ,  si  Ton  substitue  à  m  et  à,  n  des  nombres 
nés  ^  et  faisons  attention  aux  carrés  qui  se  trouveront  parmi 
nombres;  la  propriété  de 

m^  — /i*=:( mm +  1171  )  (mm— /wi), 

s  servira  à  construire  pour  notre  dessein  la  table  qui  suit  2 

^ABLE  des  nombres  compris  dans  la  formule  m^'-^r^*. 


r 


i 


mm, 

nn 

1 

mm-^^nn 

mm-^-nn 

m*  —  71^^ 

4 

3 

5 

3.5 

9 

1 

'   8 

10 

1S.5 

9 

4 

5 

i3 

5.i5 

i6 

1 

i5 

ï7 

3»5.i7 

i6 

9 

7 

a5 

26.7 

fl5 

1 

a4 

a6 

16.3. r5 

aS 

9 

16 

34 

iS.a.i7 

4.9 

1 

•48 

5o 

a5.iG.fl.3 

49 

iS 

33 

65 

3.5.ii.i3 

64 

1 

63 

65, 

9.5.7»i5 

8i 

49 

Sa 

l3o 

64.5.13 

121 

4 

117 

ia5 

a5.9.5.i3 

lai 

9 

lia 

i3o 

16.2.5.7.15 

lai 

49 

7a 

170 

144.5.17 

i44 

25 

"9 

169 

1G9.7.17 

16,9 

1 

168 

170 

16.3.5.7.13 

169  81 

88 

aSo 

25^l6.S.ll 

1  as5  64 

161 

aSg 

289.7.23 

1 


I 


"^ous  pouvons  déjà  déduire  de  là  qaelq|i«i^  soludons.  £â 
ît ,  soit 

ff^âp    ^*  =  4, 


^  éLÉMEMS 

nous  avons 


soit  de  plus 
nous  aurons 
donc  alors 


gi  — A*  =  64.5.i3; 
tt=64,a5.i69,  d'où   «  =  5ao.  ' 


ainsi 


Or^  puisque 

«  =  370400,  /=  3,  gr  =  9i  *  =  ^>  *  =  7> 

nous  aurons 

a  =  ai,  &  =  18; 

p  =  117,9  =  765,    r  =  756; 

de  tout  cela  résulte 

ax  =  «  -}^  jop  -f*  99  =  8S9514. 
et  parconséquent 

X  =  434557  \yz=ix  — pp  —  4^0968, 
et  a  =  a?— 99  =— i5o538; 

et  ce  dernier  nombre  peut  aussi  se  prendre  positif  ;  la  d 
rence  alors  devient  la  somme ,  et  réciproquement  la  soi 
devient  la  différence.  Puis  donc  que  les  trois  nombres  c 
phés  soat  : 

j^  =  40.0968 
z=i5o568 


nous  avons  a: +jr  =  855625  =  (925)* 
a;+  2  =  585225:=  (765)» 
y+  z  =  571535  =  (756)* 

et  de  plus  x — y=z  i3689=:(ii7)* 
x  —  z  =  284089  =  (  533)* 
y  —  a  =  270400  =  (  520  )*. 


t 

d'algèbre;  aAi 

Là  table  gênons  avbns  donnée^  ferait   trouver  èïi<^té 
Vautres  nombres,  en  supposant  .    :     :  > 

;àr  àlorô  ^ 

i<;=iS.5.5.i3.9.va5==^9*25.â5;i69; 

i  =2=  3.5.5.13  =  975. 
3r  coxiime 

/=3,  g=ii,  /i  =  û,  A  =  a; 

>n  a 
parconséquent 

de  là  provient  ,  .-        r 

ax=tt-f-pp+^^ç=95o6a5 +300704+370409  =^1431739; 

et  -,  ■ 

.       .        .  •  *    £ 

Or  il  faut  observer  que  si  ces  nombres  ont  la  propriété  qu'on 
exige ,  ils  la  conserveront  par  quelque  carré  qu'on  les  multi- 
plie. Si  donc  on  les  prend  quatre  fois  plus  grands ,  U  faut  quel 
bnombres  suivans-satisfâdéeat  également  : 

±  =  3843458 ,  y  =  ao4oS4î2 ,  a  ±=  1 7G1 858  ; 

eteoinme  ces  nombres'  sôtit  pKis  grands  que  les  précédens,  oà 
peut  regarder  ceux-ci  comme  les  plus  petits  que  la  question 
admette.  -  .       :  ...  . 

a3S.  Seizième  question.  On  demande  trois  carrés,  tels  que 
la  différence  dé  diiaqué  eouple  de  ces  carrés  soit  un  carre. 

La  solution  précédente  peut ,  servir  à  résoudre  aussi  cette» 
iôBiyelle  question.  En  effet,  d  i^j^  et  a  sont  dès  nombres  tels 
ipie  le^  formuWs"  suivantes  deviennent  des  carrés  :  1**.  x  +y  9 
iP.  x^y;  ^:  x  +  i,  4^  «  j-  ^)  5^  y  +  a,  G^^.y-^z; 

^Êf  ^  MM 


^û  É  L  £  M  E  N  s 

il  est  clair  Que  pàreîlicment  le  produit  xx  — yy  de  lapremiirtf 
et  de  la  seconde ,  le  produit  d^X'-^tt  de  la  troisième  et  de  là 
quatrième,  et  le  produit  j^^  —  22  de  la  cinquième  et  de  la 
sixième ,  seront  des  carrés ,  et  parconséquent  xx ,  yy  et  ^se- 
ront trois  carrés  tels  qu'on  les  demande.  Mais  ces  nombres  se- 
raient fort  grands ,  et  il  y  en  a  sais  doutè^e^aoînâres  qui  sa- 
tisfont, vu  qu'il  n'est  pas  nécessaire,  pour  que  xx  "^yy  de- 
vienne un  carré,  que  x -^y  et  ^— ^  soient  des  carrés;  car, 
par  exemple,  aS  —  g  est  un  carré, quoique  ni 6  -f-  3  ni  5—3 
ne  soient  pas  des  carrés.  Ainsi  résolvons  la  question  indép^H 
damment  de  cette  considération ,  et  remarquons  d'abord  qu'on 
peut  prendre  1  pour  Tun  des  carrés  cherchés  :  la  raison  en  e^ 
que  si  les  formules  xx  ^^yy ,  xx  —  zz  et  ^^  —  2»  sont  des 
carrés,  elles  ne  le  seront  pas  moins,  si  on  les  divise  par  zz} 
parconséquent  on  peut  supposer  qu'il  s'agit  de  transfoimer 


Ht 

k 


XX 


—  -^j  -^  —  1 ,   et  -^  — '  1 .  et  la  question  né  toà»  à  * 

ftS  ZZ      ZZ  '  zz 

X         V 

présent  que  sur  les  deux  fractions  -  et  •=^. 

z      z^ 

Of  si  nous  ^pfjfosoni 

'  *     ■  î 

X' pp-f-  1         y qq  Hr  ' 

z      pp— 1    ^      ^      97  —  1^ 

*       '    * 

les  deux  dernières  conditions  se  trouveront  remplies  >  pwqÉMi 
de  cette  façon 

XX  I^pp 

z^  (^qq—iy  j 

Sous  ces  hypothèses ,  il  ne  nous  reste  à  tijait^t  que  la  pre-^»  j 
Wière  formule  ,.  ,,.  mj.     : jc< 

\pp—\'qq-~ij\pp--i       'il—^/ 


b*  À  L  6  é  ^  it  is:  243 

lé  premier  facteur  est  ici  =3  - —    ^  v ^-r,  le  second 

r=:- — \HH~PP)       ^^  ]g  produit  dé  ces  dèuJsc  facteurs 
(pp—iXqg  —  iy 

4ippqg  -  O  (OT  ■^^):  Orivoit  que,  dans  ce  produit, 

dénominateur  est  déjà  Un  carré^,  et  que  le  numérateur  ren* 

me  le  carré  4'>  donc  il  ne  s'agit  que  de  transformer  en  carré 

formule    {ppqq  —  ^)(97  — PP) >    ^^   ^^®^    celle- ci > 

pqq  — i)(  —  —  1),  et  on  y  parvien^a  en  faisant 
r,a-t±JÀ.      2-Ë+:Ë.. 

•  »     -      ■ 

isque  dans  ce  cas  chaque  facteur  devient,  dépairémënt  un 
rré.  Pour  s'en  convaincre,  on  remarquera  que 

e  parconséqnent  le  produit  de  ces  deux  fractions  doit  être 
carré ,  qu*il  doit  l'être  aussi  étant  multiplié  par  4ffgg»hhkk , 
)yennant  quoi  il  devient  =  fg  (^Jf -4^  gg)  ftk  (hk  -f-  Ai); 
suite ,  que  cette  formule  (|evi^nt  tout-à-fait  semblable  à  celle 
'on  a  trouvée  précédemmeilt,  si  l'on  fait  ^  - 

isqu'alors  on  à 

qui  a  lieu,  comme  nous  avoçs  vu;  pour 

aa  =  9,  6Ô  =2  4,  ce  =3S  81   ,    cîcî  =  4g; 


•«.  •:  /  > 
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Ainsi  ....  ^ 

d*oii  résultent  ces  valeurs 


}e  produit  de  oes  deux  équations  donne 

63.  i3        i3.i3    ^, .,  i5 

et  on  en  Conclut  que 


desorte  que  nous  arona 


n-4 


X       pp-'h  i  4^     y  W  +  i        *^5 . 

2      np-*-i  d*»"^       aà— 'i       i53* 


4ift  iH5s 


r 


iS         17..     a6o       G5-  l 


pais  donc  que 

faispns^  àVeifet  d'obtenir  desnonibres  entiers ;« 

t=i53,  '   ; 

et  nous  aurons 

^  —  —  697  >  ^^  =  r85. 

Donc  enfin  les  trois  nombres  carrés  cherchés  sont' 

XX  a^  4^5809 ,  et ,  en  effet,^  xfx^^yy2=.  45i  584  =  (  ^7»)* 
yy'=-   34226,  yy  —  zz,:=    io8iG=(iô4)* 

zz  =    525409 ,  XX  — '  zz  =  4G2400  =  (  680  )*. 

.  x^  ,  ,    .  ....  .         .   — —    •  i> 

Il  est  évident  dé  plus  que  ces  carrés  sont  beaucoup  plus  pe- 
tits  que  ceux  que  nous  eussions  trouvés,  en  carrant  lés'ti'ois 
nombres  x ^y  et  z  de  la  solution pi:écéd^i;ite. 

237.  On  nous  objectera  sans  doute  ici  que  cette  solation  lit 
été  tj-ouvée    que  par  un ^ simple  tâton Peinent, -puisque   nous 


3l 


\ 

»• 
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LYons  fait  usage  de  la  table  de  l'art.  1335.  Mais  noud  répondrons 
pie  nous  ne  nous  sommes  servis  de  ce  moyen ,  qu*afin  de  par- 
venir aux  plus  petits  nombres  possibles  ;  car  si  on  voulait  ne  pa^ 
ivoir  égard  à  la  brièveté,  il  serait  facile,  moyennant  les  règles 
données  ci-dessus^  de  trouver  une  infinité  de  solutions.  £n 
eflFet,  ayant  trouvé 

X pp  +  1     y ^7  +  1  ^ 

%        pp-— i'  z        qq  —  i' 

nous  ayons  réduit  la  question  à  celle  de  transformer  en  carré  le 

produit  ^fpqq  —  i)(2ï-.-ij.si  donc  nous  faisons 

2  =  r7ij4*pùç==mp, 

notre  formule  deviendra  (  vnmp'^  —  i  )  (  mrti  —  i  ) ,  ce  qui  est 
évidemment  un  carré ,  -quand  p=z:  i  ;  mais  de  plus  nous  allons 
voir  que  cette  valeur  nous  en  fera  connaître  d'autres ,  si  nous 
écrivons  p  =  i  +  -^  >  nQw^  avons ,  en  conséquence  de  cette 
supposition,  à  transformer  la  formule      . 

(mm  —  1  ) .  (  mm  —  i  +  fynms  +  Gmmss  +  /^mms^  +  mms^)  ; 

elle  ne  sera  pas  moin$  un  carré ,  si  on  la  divise  par  (  mm  —  i  )*  ; 
cette  division  nous  donne 

+      J^mms      ,      Gmmss      ,      Amms^.      ,       mms^ 
mm  —  1         mm  —  i        mm  —  i         mm  —  i  * 

1    r  r  •  mm,  .  :  .i":         .   ..  -« 

etsi,  pour  abréger,  nous  taisons  — '■ ,  =  û,  nous  aurons  a 

mm  —  1 

réduire  en  carré  la  formule  i  +  4^  +  Gass  -f-  4^^  +  ^^• 
Que  la  racine  «n  soif  i  +  /^  .rf-  gss,  dont  le  cairé  est  i  +  zfs 
-f  2^55  +ffss  +  Qfgs^  +  ggs^,  et  qu'on  détermine/  et  g  de 
manière  que  les  trois  premiers  termes  s'évanouissent ,  savoii: 
en  faisant 

3 
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les  deux  derniers  termes  fourniront  Téquatioa^ 

4a  +  as  =  afg  +  ggs 
d*où  résulte 

4a -^  affç 4^  —  1  aoa  +  Se* 

gg  —  a        4^+  —  lao^  +  Qoa  — r  «      '  ^^ 

4* — laa  +  8aa  4  (^û  —  i) 

^      4^^  —  ^2<Wf  +  ga  -r  1         4^"*  —  8a  +  i  * 


ai  ou  divise  la  fraction  précédente  par  a  —  i .  Cette  yalenr  est 

déjà  suffisante  pour  nous  donner  une  infinité  de,  solutions  ^ 

ffttn 
parceque   le    nombre   m  ,    dans   l'égalité    a  =  — — —  \ 

peut  se  prendre  à  volonté  :  c'est  ce  qu'il  est  à  propoQ  d'éclairciç 
par  quelques,  exemples. 

i!.  Soit  m  =  22  y  on  aura  a  =  f  ;  ^nsi 


ai 


n 


donc. 
Enfin 


5 

- 

,5 

_«•• 

»i*-». 

9 

i 

T 

P  — —  H>    9  = 

i*3? 

fîoo5 

—  494./'t 

îi**.  Spit  zn  =  1 ,  on  aura 


<^  =  l>   ^  =  4.-^=-^. 


i3 
•5 
11      '        *•  » 


P^rconséquent 


âS 


çt  on  a  tout  ce  qu'i^  faut  pour  déterminer  le«  fractions  ^  et  -^ 
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Il  est  i^n  cas  p^rtiçpHer  qui  mérite  que  nous  y  fassions  at- 
:ention  ;  c'est  celui  où  a  est  un  carré ,  et  il  a  lieu ,  par  exemple, 
piand  m  =  I  ;  puisqu*alors  a  =  f|.  Si  nous  faisons  encore  ici  > 
Jour  abréger, 

snsorte  que  notre  formule  soit  i  +  4^bs  +  Bbbss + 4bbs^ + bbs^, 
nous  pourrons  la  comparer  avec  le  carré  de  i  +  zbbs  -f-  ^^s^» 
c'est-à-dire  avec  i  +  ^^is  +  Qbss  +  4*1^^  +  4*^^^  +  ^^^  > 
et  effaçant  de  part  et  d*autre  les  deux  premiers  termes  et  k 
Jernier ,  et  divisant  les  autres  par.  w,  nous  aurons 

Gbb  +  4bbs  =  ai  +  4i<  +  4b^s , 
d'où  résulte 

_  Gbb  —  Qb  —  4b^  _  5&  —  I  >—  gy 
^  —  .   4b\—4bb     .   —     SLbb^^b     ' 

ou  bien  cette  fraction  étant  divisible  encore  par  6  —  i ,  nous 
aurons  enfin 

1  .—  aJ  —  2bb  1  —  Qbb 

S  = ,p=.„^j_. 

Remarquons  45ue  nous  aurions  auséi  pu  adopter  i  +  ^bs  +  ^5* 
pour  la  racine  de  notre  formule  ;  le  carré  du  trinôme  étant 
1  -f-  4*^  +  ^bss  +  4i£^<f  «f-  4^^^^  "+"  ^^^*  >  ^^"s  aurions  effacé 
le  premier  et  les  deux  derniers  termes  ;  et  divisant  les  autres 
par  s,  nous  serions  parvenu^  à  l'équation 

4bb+>  Çbbs  :==  46  +  s^bs  +  4bbs. 
Mais  comme 

cette  équation  nous  aurait  donné  ^ 

5  =  —  2  ,   p  —  —  1  ; 
parconséquent 


PPrr^^o 


> 


è  • 
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et  nous  ne  pourrions  tirer  de  là  aucune  concluBion ,  pnisq^ii 

devient  =  o.  I* 

Pour  revenir  donc  à  la  solution  précédente ,  qui  a  donn^    |« 

1  — zbb 

con^pie 

/ 
(elle  qous  ii^dique  que  ^im^^^^y  on  a 

» 
parconséquent  • 


fl38.  Dix-septième  question.  On  cherche  trois  nombres  cati 
xés  ^  tels  que  la  somme  de  chaque  couple  $oit  un  carré. 

Puisque  ce  sont  les  trois  formules  arx +j;y ,  a:jî  +  »5Cl 
yy  -j-  ^z,  qu'il  s'agit  de  transformer,  diyisons-les  par  za,  afc) 
*d'avoir  ces  trois  autres  : 

1?.  -: —  4-  jO^  ::^  un  C5^n:é ,  ll^  ^  -f-  i  =  un  carré, 

^        ZZ       *'    ZZ  '  ZZ  ' 

30  yyi    j  ^=  un  carré. 

'      ZZ    ' 

Qn  satisfait  aux  deux  dernières ,  en  faisant 

ft  la  première  formule  se  change  en  celle-ci,    'y  ' — '' 

^  --JL ^  qui  doit  Quçsi  être  un  carré,  si  on  la  multiplie  j 

par  ^pqq ,  c'est-à-dire  qu'il  faut  que 

qq  {pp  —  1  )*  -f"  fP  (  ?9  —  1  )*  =  un  carré  ; 
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pt  c'est  ce  qui  ne  peut  guère  s'obtenir  ^  à  moins  qu'on  ne  con^ 
caisse  d'ailleurs  un  cas  où  cette  formule  devient  un  carré  ;  et 
fcomme  il  est  difficile  de  le  deviner^  il  faudra  avoir  recour? 
ai  d'autres  artifices  dont  nous  allons  rapporter  quelques-?, 
nns. 

i"*.  Comme  la  formule  en  question  peut  s'exprimer  ainsi, 

W (P  +  0*(P~  1  )* +PP  (9  +  0*(9  —  O*  =^«n  carré; 

qu'on  fa3se  ensorte  qu'elle  soit  divisible  par  le  carré  (p  -f-  i  )  > 
on  l'obtient  en  faisant 

q  —  i—p+i^    ou   9=p  +  aî 
car  alors 

et  la  formule  devient 

Cp  +  a)»(p+i)-(p—iy+pp(p+3)*(p+0*="n  carré; 

3e  sorte  qu'en  divisant  par  (  p  +  i  )* ,  on  a  (p  ^^  a)*  (p  — i)* 
+  PP  (P  +  3)*>  ce  qui  doit  être  un  carré  ,  et  à  quoi  on  peut 
donner  la  forme  sp*  +  Sp'  +  6pp  —  ^p-\-  /^.  Oir'le  dernier 
terme  étant  ici  un  carré ,  supposons  que  la  racine  de  la  formule 
soit  a  +  ^  +  gpp  ou  gpp  -{-fp  +  fl,  dont  le  carré  est  ggp^ 
+  afgp^  +  4gPP  +JfPP  +  4/p  +  4>  et  nous  chasserons  les 
trois  derniers  termes ,  en  faisant 

—  4  =  4f,  d'oùf=— 1, 

et 

6=r4ê"+»>d'oùg  =  f  ; 

îes  premiers  termes  étant  divisés  par  p^  ,  donneront  ensuite 

sp  +  8  =ggp  +  a/êr  =  rfp  —  ^-• 

Ro^  trouvons  par  là 

p  =  —  a4  >  ç  =  -^  aa  ; 


%> 
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^oiic  enfin 
et 

'  Faisons  maintenant 

pous  aurons 

.  rt  =  575.ii,  j^:;=483.ia* 

et  parconséquent  les  racines  des  troia  carrés  que  nous  clier*' 
chons^  seront  : 

07  =  6325=  11  .23.  25-,  j^  =  6796  =  12  .21  .  a5; 

z  =  5a8  =  3 . 1 1 .  16  ; 

car  il  en  résulte  : 

xpc^iryy  =  23*  (275*  +  252»).=  23*. 373*. 

orx  4.  az=  11^(575*+   48*)  =  11». 577*. 
yy  +  zz=  12»  (483*  +    44")  =  12». 485*. 

2**.  On  peut  obtenir  encore  d'une  infinité  de  manières^  que 
notre  formule  soit  divisible  par  un  carré  ;  qu'on  suppose  ,  par 
exemple , 

((/Tf-i)*=4(/?+i)*,    ou   </  +  i=2(p+0> 

c'est-à-dire 

^  =  2p  -J-  1  ,ou ^  —  1  =2/7, 

la  formule  deviendra 

i^p+iyip  +  iyiP'^iy+pp.4.(ip+iy{4ppy=zun  carré, 


t. 
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^  qu'on  ptiut  diviser  par  ip  +  i  Y,  moyennant  quoi  Ton  ^ 

Çop  +  J  )*(P  "~  ^  )*  "f"  ^^P^  ^^  "°  carré, 
m        SLop^,'^4f^  —  i^  —  3/3p  -f"  ûp  +  1  =un  carré  ; 
Forninle  (le.Uqudle  on  ne  peut  tirer  aucun  parti. 

3*.  Failionsclonc  plutôt 
(9  — iy  =  4(p  +  i)*,   ou  9— i  =  3(p+i), 

lous  aurons 

q  =  ap+3,  ou  7  +  i=2p+4=2  (p  +  a), 

it  nous  obtiendrons,  après  avoir  divisé  notre  formule  par  (p-f-i)** 
:ett€  autre  formule  :  (ap  +  3)*  (p  — r- 1  )*  +  i6  pp (p  +  a)^ 
3u  g  —  6p  +  53pp  -f-  GSp'  +  aop*  ;  que  la  racine  en  soit  3 — p 
4-gpp,  dont  le  carré  est  9  —  6p  +  Ggpp  +pp  —  ^gp^  +  ggj^\ 
les  deux  premiers  termes  s'évanouissent^  et  nous  chassons  le 
Toisième  en  faisant 

53  =  6g  +  i,   ou  g=^i 

f 

ainsi  les  autres  termes  se  divisent  par  p  et  donnent 

aop+68=g'g-p  — ag,  ou  ^  =  ^p; 
donc 

^u  moyen  de  quoi  nous  obtenons  une  nouvelle  solution. 
/f*.  £(i  l'on  veut  faire 

pna 

f\  la  formule  après  avoir  été  divisée  par  (p  —  i  )*,  devient 

•  (^^)*  (/> +.  ï  )• -f  ff  w  (ap  +  O*  ; 


\ 
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multipliant  par  81 ,  on  a 

où  le  premier  et  le  dernier  terme  sontVim  et  l'autre  Ses  càrris,* 
Qu'on  suppose  donc  la  racine  =  aopp  —  9P  +  5  >  dont  le  carré 
pst  4oqp^  —  3Gop5  ^  lacpp  -f"  81  pp  —  54p  +  9>  on  auri^ 


fr 
U 


donc 


47ap  +  73  =  —  3Gop  +  2Q1  ; 


P  =  T3*    9-r-17 


On  aurait  aussi  pu  prendre  pour  racine  aopp  +  9P  —  3,  ce 
qui  est  celle  de  40op*  +  SSop'»—  isopp  +  8ipp  —  5^'  +  9> 
mais  en  comparant  ce  carré  ayec  notre  formulé  ^  on  aurait 
trouvé 

r 

47sp  +  73  =  36op  —  39 ,    d'où  p  =  «-f- 1 , 

valeur  qui  ne  peut  nous  servir. 

5*.  On  peut  faire  aussi  que  notre  formule  soit  même  divisiblt 
par  les  deux  carrés  (p  -f-  1  )•  et  (p-^—  1  )•  en  même  temps. 
Qu'on  fasse  pour  cet  effet 

^=2L±I,d'où9+i=ei±^±i±i=^^^^ 


p+t 


«t 


_i=Çi 


p  +  t  p+ 


P+t  p+t 

la  formule  se  divisera  par  (p  4-  1  )*  (p  —  1  )*>  et  se  réduira 

+  PP 


^    '  ^     »   "~  ^  -^  ^^^ — ^;   81  on  multiplie  par 


ip  +  ty  -  ^^      \p  +  ty 

(  p  +  f  )^,  il  faudra ,  comme  auparavant ,  que  la  formule  puisse 
devenir  un  carré,  et  on  aura  (pf+i  )*  (p  +  O^* +PP(^+  ^^ 
(  t  —  1  )%  ou  Up^  +  Qi;(^Uji-'  1  )p^  H-  Qttpp  +  («  •4-  ^  yPP 
+  Ç^tt  —  lypp  +  2t  {tt  +  i)p  +  tt,oiL  le  premier  et  le  dei^ 


•u 
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et  termes  sont  des  carrés.  Qu'on  prenne  donc  poiir  racinri 
>p  -f-  (  tt  +  1  )  p  —  t ,  ce  qui  est  celle  du  carré  ttp^  +  ai 

1  aura ^  en  comparant, 

àf^  +  (tt+ i)*p  +  (tt-^i)*p  +  â«(tt+ i) 
.  ^r- »ttp  +  itt,-iT  .1  Yp  —  saXitt  + 1  )  i 

U 

4^^+  («  -- 1  )*p  +  4K^^  +  O  =  Oi 
(«  +  i)V-(-4^(«  + i)  =o^ 

i'est-^à-dire,'  •-  *•  * 

P 

le  là  résulté 

p=: ZL* 

l'où 

'''^/  -5^^'-f^i  _l/    ^  — ^^ 

f^      --    rf  *-•  <    ■  ■    - 

innn  aussi 

et  la  lettre  f  est  arbitraire. 


I- 1  f ■>  I 


Soit^  par  exemple  i  t^=za,  on  aura 


.  » .  -       1  •    •  • 

—  é 


8        '         —  il 

■''  =  -1 
ainsi 


p  =  -r  '  '^  =  -7  ' 


1  :  :- 


«  —    ap    ~ y»'  '  ^ -£ ^-^^  —  ^» 


*.'*.s*>  .  ^ 


?   <'.  y  ■     .»•  " 


5i  de  phis  • 

on  a 


V 


»  ^ 


|)§4  Ê  L  É  M  É  *  i 

et  led  racines  des  trois  carrés  cherchés  sont 

a:=3.lKi3=r4i9,jŒ;4. 5.9^3=3340,  «=;4.4.5.ïl=a8Ml 

On  voit  qu'elles  sont  encore  plus  petites  que  celles  que  nova 
ayons  (rptivées  ci-dessus  ^  «t  il  en  résulte 


«    • 


xx+yy;=i  3*.i3*(-- lîai +3600)=   STi^:  61*, 
œx  +  zz=      11*;  (   i52i  rf- 64oo.)::;=u!.B9% 

yy  +  zz=z     ao*.  (  13689  +  ^936 )  =  ao*.  125». 

••       •  ' 

6^.  Une  dernière  remarque  que  nous  ferons  au  suj^  de  cette 

gestion,  c'est  que  chaque,. solution  en  fournit  aisénient  une 

nouyeSe;  car  lorsqu'on  à  trotivé  trôiS  valeurè^ 

ôÛuj'^  i      'le 

dèsorte  que 

•     < 

i7a+ii= un  carré,  ûa-f"^c=unçarré,  W-f-cc=un  carré/ 

les  trois  Valeurs  suivantes  satisferont  pareillement ,  savoir 

X  =  ab  ^  y  =  bcj  z  =  ac, 
|1  faut  que  *     ' 


i- )  \  '■"•  '  ' 


XX -^ yy  :=!  aabb  +  bbcc  =:  bbÇ^aa-i'  ce)  r=  un  càrréy 
XX  -}-  za  =  aabb  -f-  aacc  =  a^z  (  èft  +  té  )  zrr'iTn  carré , 
yy  -{^  zz:=:  aacc  -}-  &icc  •=.cc  (^aa^^  bb)  =  un  carré. 


■^ 


Or ,  comme  nous  tenons  de  trouver 

a:=a=3.ii.i3,  y=i=4-5.q.i3  et  z=€3aç4-.4-5«iïy 
nous  avons  d'après  la  nourcUe  solution, 

x  =  ai  =3.4.5.9.11  .i3.i3, 
y-rr^bcz^z  4.4'4*5'.5.9. 11  .l3y  .;* 

2  =  ac  =  3. 4. 4*5  •  11.  ii.i3. 
Et  toutes  ces  trois  valeurs  étanit  divisiblee  par  3.4-5«  *  ^  •  ^^i^ 
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iréduisént  aux  suivantes , 

ou 

qui  sont  encore  moindres  que  telles  qu*a  données  la  solntidn 
précédente ,  et  il  en  résulte 

vx  '+-yy=z  71 289  =  267^ , 
XX  -f-  2*=  i5Ga5  ==  ia5*, 
yy  -j-  zz=:  5g53G  =  244** 

239.  Dix-huitième  question.  On  cherche  deux  nombres  ± 
et  j^,  tels  que  l'un  ajouté  au  carré  de  l'autre,  produise  ttà 
carré  ;  c'est-à-dire  que  xx  +y  et  jy  +  x  soient  des  carrés; 

Si  on  voulait  commencer  par  supposer 

cèx+y=pp, 
et  en  déduire 

«n  aurait  pour  l'autre  formulé    , 

p*  —  sippxx  +  X*  +  X  =  un  carr^  ^  ' 

et  il  serait  difficile  de  la  résoudre. 
Qu'on  suppose  donc  en  même  temps  l'une  des  deux  formule! 

XX  +  y  =  ip  —  Jcy  =pp  —  apx  +  XX, 
t%  f  autre 

yy  +  x::=:zÇq^yy  =  qq^Qqy+yy, 

# 

on  obtiendra  par  là  les  deux  équations  suivantes  ^^ 

■  *  '      ■  •  ■  -'^i  ••  ■■••-  ■■ 

i*.  y  +  npx  =^ppy  2*.  X  +  aqy  =  qq/ 
desquelles  on  tire  aisément^ 

^_!iqpp—qq    .        __apqq  —  pp 


1  •>•      ( 


mSG  E  L  £  m  e  n  s 

où  p  et  7  sont  indéterminés.  Qu'on  suppose  donc,  par  ezenipléj 

p=a,  q=5t 

an  aura  les  deux  nombres  cherchés 


x  —  lA      V  — -îJ^i 


mo^^énnànt  quoi 

^•^nrj- — 5*9    »^  *3 5*9 — \^3J   f 

Si  on  faisait  ' 

on  aurait 


d:  =  — tV 


s  •     ., 1  r 


ai. >  ' 


J'.  T^*  1 1  * 


solution  qu'on  pourrait  lie  pas  admettre^  parceqae  l'un  del 
nombres  cherchés  se  trouve  négatif 

Mais  soit 
nous  aurons 

n  -m  •  •  . 

^  —  âô  >  ^' — tof 
d'où  nous  dérivons.  -- 

-r-r  4.  V  —  -^  -L.  J-~  M2  —  C^i*  j    '   • 
**"*'  T^J^  —  Zôô  ^   lo  — 400  — VaoJ    /    '    ■ 

et  ,.  •» 

vv -4- X  —  -iL -L.  ^^-^  Ji^"— r-S-V 

JJ     «^  100     1^  a  o  — *-  1  o  o  V  1  o  ^  • 

246.  Dix-neuvième  question:  Trouver  deux  nombres  df>rÀ 
la  somme  soit  un  carré,  et  dont  les  carrés  ajoutés  ênsèmole^ 
produisent  un  bi-carré. 

Nommons  ces  nombres  a:  et  j^;  et  puisque  xx  +  W  doit  de- 
venir un  bi-càrré,  commençons  par  en  faire  un  carré,  en  sup- 
posant       /  ^ 

x  =  pp'^qq,  y  —  apq^ 

kia.  moyen  de  quoi 


M 

1 
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Or,  ^dùr  que  ce  carré  devienne  un  bi-carré  j  il  faut  que 
pp  -f-  99  soit  un  carré  ;  continuons  donc  en  faisant 

p  =5  rr  — *  w  ^    ç  =  ars, 
aEn^e 

f^  présentement  nous  avond 

ce  qui  est  un  bi-càrré.  Or^  suivant  ces  suppositions,  nous 
avons 

il  nous  reste  parconséquent  à  transformer  en  un  carré  la 
formule 

Imaginons  que  sa  racine  soit  rr  -f-  ar^  -f-  5^ ,  ou  la  formule 
égaie  au  carré  r*  +  4^^s  +  6rrss  +  4rs^  +  ^#  nous  pourrons 
élTacer  de  part  et  d'autre  les  deux  premiers  et  le  dernier  terme , 
et  diviser  les  autres  par  rss  ;  ainsi  nous  aurons 

6r+4î  =  — 6r  —  4^,    ou    iflr  +  8ff=o> 
desorte  que 

^—        g-  — —  5,r. 

Ifous  poumons  aussi  supposer  la  ratine  z=z  rr -^  ars  '•^^  ss ,  en 
égalant  la  formule  au  cane  r*  —  4^^s  +  Grrss  —  4'"^  +  ^  î 
de  cette  manière  le  premier  et  les  deux  derniers  termes  se  dé^ 
truisant  des  deux  côtés  ^  nous  aurions,  en  divisant  par  rrs,  les 
autres  termes , 

4r  — 65  =  — 4'*  +  6^*   ou  8r=iiw; 


parconséquent 


a. 


R 


v 
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ainsi  dans  cette  seconde  supposition ,  si 

nous  trouverions 

a;  =  — 115, 

ou  une  valeur  négative. 
Mais  faisons  à  présent 

'        r=is+t, 

nous  aurons  pour  notre  formule 

Donc 

»^— ^— »— — —  Il     I  ■  ■  Il     mm^iim^m^mmm 

J^/^r^  s—        ^5*  +  si,jsH  +  lisstt  4.    /^i? 
—  Qrrss  =  —  ^^  —  18^^  —    Qsstt 
^^r^  =  —    is^—   4^t 
+    5^     =  4.      5^; 


donc  la  formule  =  -^s^  +  ^s^t  +  ^sstt  4.10^*'  +  ^. 

Cette  formule  doit  aussi  être  un  carré ,  si  on  la  multiplie 
par  iG,  moyennant  quoi  elle  devient  ^♦  +  2965^^  +  408-^'^^^ 
+  iGo5t^  +  iQt^,  Egalons-la  au  carré  de  ss  +  i^e^st  —  4^f , 
c'est-à-dire  à^"^  +  aqG^t  +  aiSgG^^W —  iiiJ^t^  -f-  iGi^;  nous 
yoyons  les  deux  premiers  termes  et  le  dernier  se  détruire  des 
deux  côtés,  et  nou9  parvenons  par  là  à  Téquation 

218965  —  1 184^  =  4085  +  iGot, 
qui  fournit  ^     ' 

^  13 A4   .?^fî    84.  ■ 

7"~'*»4î,«  '537»   i34i* 
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\s  donc  que 

»us  aurons 

r  =  |jr  +  t==i46g, 
parconséquënt 

x=:ri  —  6rrss  +  5^  ==:  4665486037761  / 
y  =  4r^5 -^  4rs^  rin  1  ©61 652293520; 


û5g 
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a 
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CHAPITRE    XV. 

Solutions  de  quelques  questions  où  Von  demanda 

des  cubes. 

• 

2^4 1  •  1.^  O  u  s  avons  traité  dans  le  chapitre  précédent  quelques 
questions  où  il  s'agissait  de  faire  ensorte  que  certaines  for- 
mules devinssent  des  carrés ,  et  elles  nous  ont  donné  occasion 
de  développer  différens  artifices  que  demande  l'application  des 
règles  que  nous  avions  données  plus  haut.  Il  nous  reste 
à  présent  à  considérer  des  questions  qui  roulent  sur  la 
transformation  de  certaines  formules  en  cubes  ;  les  solutions  K 
qui  vont  suivre  répandront  du  jour  sur  les  règles  que  nous 
avons  aussi  indiquées  plus  haut  pour  les  transformations  de 
cette  espèce. 

^4^.  Question  première.  On  demande  que  la  somme  de  deux 
cubes ,  ac^  ety^ ,  soit  un  cube. 

Puisque  x^  +  y^  doit  être  un  cube  ^  il  faut  qu*en  divisant 
cette  formule  par  le  cube  y"^ ,  le  quotient  soit  pareillement  uo 
cube^  ou  que 


Soit  donc 


2X)us  aurons 


X 

y 

z^  —  5zz  +  5z=  C. 


Si  nous  voulions  maintenant,  en  suivant  les  règles  données   plut 
h^ut  j  supposer  ici  la  racine  cubique  =  2  —  u  ^  et  en  compa»-* 


d'algèbre.  aSi 

Tant  la  formule  avec  le  cube  2^  —  3uzz  +  3uuz  —  u^  ^  déter- 
miner u  de  façon  que  le  second  terme  aussi  s* évanouit^  nous 
aurions 

et  les  autres  termes  formant  l'équation 

32  =  5uuz  —  u^  =  32  —  1  ; 

nous  trouverions 

2  =  00  , 

^'ou  nous  ne  pourrions  rien  conclure.  Laissons  donc  plutôt  u 
indéterminé  ;  et  tirons  2  de  Téquation  carrée 


eu 
ou 

—  522  rf  32  —  - 
3m22 322  = 

3(tt —  1)22  = 

22=  (u  4*   3 

trouverons 

"  3u22  -|-  5uuz 

:  3l*U2 32 

3(uM—  1)2- 

)' 

nous 

'^'^      3(«-i 

iu  +  au  +  1 

4 

u» 

ou 

3(u— 1 
■  3u  —  3 

) 

• 

la  question  se  réduit  parconséquent  à  transformer  en  carré  la 
fraction  qui  est  sous  ce  signe  radical.  Multiplions  d'abord  pour 
cet  etfet  les  deux  termes  par  3  (u—  1  ) ,  afin  que  le  dénomi- 
nateur devenant  un  carré ,  savoir  36  (  u  —  1  )* ,  nous  n'ayons  à 
traiter  que  le  numérateur  —  3u^  -f-  1  au^  —  i8uu  +  9.  Comme 
le  dernier  terme  est  un  caiTé ,  nous  supposerons  la  formule  , 
conformément  à  la  règle ,  égale  au  carré  de  guu  -^fu  +  3 , 
c'çfct -à-dire  à  ggu^  +  Qfgu^  +  6guu  +  Gfu  +  9 ,  nous  ferons 

3 
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.disparaître  les  trois  derniers  termes  y  en  faisant 

o=;G/,  ou  /=o, 
fît 

Bg-zr:  — 18,     ou    g- =5  —  3; 

pt  l'équation  quir^ste,  savoir 

fionnera  u  =  i .  Mais  cette  valeur  ne  nous  apprçnd   encore 
rien  ;  ainsi  nous  pontinperons  en  écrivant 

pr  notre  formule  devenant,  dans  ce  cas  —  ifl^— *  3t*,  c«  qui  m 
peut  être  un  carré  ,  à  moins  que  t  ne  soit  négatif ,  faisons  waxr 
sitôt  f  =  — 'S\  nous  avons  par  ce  moyen  la  formule  13*  —  Si*, 
qui  devient  un  carré  dans  le  cas  de  5  =  1 .  MaÎEi  nous  voici  ar 
rêtés  de  nouveau  ;  car  dans  Thypothèse  5=1,  onat=  —  lit  , 
Il  =  o,  d*où  Ion  ne  peut  conclure  autre' chosç,  si  ce  n*est  que. 
de  quelque  manière  qu'on  s'y  prenne ,  on  ne  trouvera  jamais 
une  valeur  qui  fasse  parvenir  au  but  qu'on  se  propose  ;  et  Ton 
peut  en  inférer  déjà  avec  assez  de  confiance ,  qu'il  est  impos- 
sible de  trouver  deux  cubes  dont  la  somme  soit  im  cube  ;  on 
s'en  convaincra  entièrement  p^r  la  démonstration  suivante, 

243.  Théorème.  Jl  n'est  pas  possible  de  trouver  deux  cubes 
dont  la  somme  ou  bien  la  différence  soit  un  cube. 

Nous  commencerons  par  faire  observer  que  si  l'impossibilité 
dont  nous  parlons  a  lieu  pour  la  somme ,  elle  a  lieu  aussi  pour 
la  différence  de  deux  cubes.  En  effet,  s'U  est  impossible  que 

jl  est  impossible  aussi  que 

oxz^  rr'.y^  est  la  différence  de  deux  çutîesi  donc^  etc.  Cela 


*f.i 
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posé ,  il  suffira  de  démontrer  Timpossibilité  en  question ,  soit 
de  la  somme  seulement ,  soit  de  la  différence  ;  or  voici  la  suite 
des  raisonnemens  que  cette  démonstration  exige. 

1**.  On  peut  regarderies  nombres  x  et  y  comme  premiers 
entre  eux  ;  car  s'ils  avaient  un  commun  diviseur ,  les  cubes 
seraient  aussi  divisibles  parle  cube  de  ce  diviseur.  Par  exemple^ 

faisons 

on  aurait 

or  si  cette  formule  est  i|n  cube^  a^.  -f-  ^  ^^  •**  ^^  aussi.  •  .  . 

Q^.  Puis  donc  que  jp  et  y  n'ont  point  de  facteur  commun  / 
ces  deux  nombres  sont  ou  impaors  tous  les  deux ,  ou  bien  l'un 
est  pair  et  l'autre  est  in(ipair*  Dans  le  premier  cas,  il  faudrait 
que  z  fût  pair,  et  dans  Tautr^'cq  nombre  serait  impaur.  Par- 
conséquent  de  ces  trois  now]fieS)X,,  y.  et  J5,  il  7  en  a  toujours 
un  qui  est  pair  et  deux  qui  sont  impairs  ;  et  il .  lious.  suffira 
donc,  pour  notre  démonstration,  de  considérer  le  cas  où  x  et  y' 
sont  tous  deux  impairs ,  parcequ'il  est  indifférent  de  prouver 
l'impossibilité  dont  irs'àgit  pjour  )a  somme  ou  pour  la  diffé- 
rence ,  et  qu'il  arrive  seulement  qi^e  la  somme  devient  U  dif-<; 
férence  ,  lorsqu'une  des  racin.es  est  négative. 

3**.  Si  donc  ap  et  y  sont  impairs ,  il  est  clair  qu^  tant  leur 
somme  que  leur  différence  sera  un  nombre  pair.  Soit  donc 


X 
2 


4.  y  X  —  y 


nous  aurons  * 


d'où  il  suit  que  l'un  des  deux  nombres  petq  doit  être  pair  et 
que  l'autre  doit  être  impair.  Or  nous  avons 

x^-+-y^=:2p^  +  6pqg  =  Qp  {pp +'5qq)  , 
desorte  qu'il  s'agit  de  prouver  que  ce  produit  ap  (^pp-i-^qq) 

4 
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ne  peut  devenir  un  cube  ;  et  6Î  la  démonstration  devait  se  rap« 

pprter  a  la  différence ,  on  aurait 

oc^—y^  =  6ppq  +  t^q^  =  2q  iqq +3pp)  , 

fprmule  tout-à-fait  la  même  que  la  précédente,  si  on  met 
p  et  <7  à  la  place  l'un  de  Tautre.  Parconséquent  ilsui&t^  pour 
notre  question  ,  de  démontrer  l'impossibilité  de  la  formule 
sp  (  pp  -f-  5qq  ) ,  puisquHl  s'ensuivra  nécessairement  que  ni  la 
isomme  ni  la  différence  de  deux  cubés  ^  ne  peut  devenir  un 
cube. 

4°.  Si  donc  âp  ipp  +  ^qq)  était  un  cube,  ce  cube  serait 
pair ,  et  parconséquent  divisible  par  8  ;  donc  il  faudrait  que  la 
huitième  paitie  de  notre  formule,  ou  |  p  (pp  +3^?)  >  fût  un 
nombre  entier  et  outre  cela  un  cube.  Or  nous  savons  que  l'un 
des  nombres  p  et  q  est  pair ,  et  l'autre  impair  ;  ainsi  pp  -|-  3qq 
doit  être  un  nombre  impair ,  et  ôfmme  il  n'est  point  divisible 

par  4  >  il  faut  que  p  le  soit^  pu  que.Ç  soit  un  nombre  entier. 

4 

5**.  Mais  afin  que  le  produit  ^  (^pp  -f-  Sqq  )  soit  un  cube ,  il 

4 

faut  que  chacun  de  ces  facteurs,  s'ils  n'ont  point  de  diyiseur 
commun  ,  soit  un  cube  séparément  )  car  si  un  produit  de  deux 
facteurs  qui  sont  premiers  entre  eux ,  doit  être  un  cube,  il  faut 
nécessairement  que  charun  soit  de  soi-même  un  cube;  le  cas 
est  différent  et  demande  une  considération  particulière,  si  ce$ 
facteurs  ont  un  diviseur  commun.  Ainsi  la  question  est  ici  de 
savoir  si  les  deux  facteurs  p  et  pp  -f-  3qq  ne  pourraient  pas 
avoir  un  diviseur  commun  7  Pour  y  répondre ,  il  faut  consi- 
dérer que  si  ces  facteurs  ont  un  diviseur  commun ,  les  nombres 
pp  et  pp  4-  5qq  auront  le  même  diviseur  ;  qu'aussi  la  diffé- 
rence de  ces  nombres ,  qui  est  3qq ,  aura  le  même  diviseur 
commun  avec  pp  ,  et  que  ,  puisque  p  et  q  sont  premiers  entre 
eux ,  ces  nombres  pp  et  5qq  ne  peuvent  avoir  d'autre  commun 
jiiyiseur  que  3,  ce  qui  a  lieu  quand  p  est  divisible  par  5. 
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S°.  Nous  avons  parconséquent  deux  cas  à  examiner  :  Ton 
est  celui  où  les  facteurs  p  et  pp^  Zqq  n*ont  point  de  commun 
diviseur^  ce  qui  arrive  toujours^  lorsque  p  n'est  pas  divisible 
par  3;  Tautre  cas  est  celui  où  ces  facteurs  ont  un  diviseur 
commun  ^  et  il  a  lieu  quand  p  peut  se  diviser  par  3  ;  parce- 
qu'alors  les  deux  nombres  sont  divisibles  par  3.  Nous  avons 
besoin  de  distinguer  soigneusement  ces  deux  cas  l'un  de  Tautrei 
parcequ'ils  exigent  chacun  une  démonstration  particulière. 

7°.  Premier  cas.  Que  p  ne  soit  pas  divisible  par  3 ,  et  que 

parconséquent  nos  deux  facteurs  ^  etpp^5qq  soient  premiers 

4 

entre  eux,  desorte  que  chacun  en  particulier  doive  être  un  cube. 
Pour  faire  d*abord  que  /jp  +  3^^  devienne  un  cube^  il  n'y  ë.jf 
comme  nous  l'avons  vu  plus  haut^  qu'à  supposer 

p  +  q y—S  =z  (^t  +  u\/—'5y 
et 

ce  qui  donne 

PP  +  3qfqf  =  («-f-3utt)^:;=un  cube. 
Or  par  là 

pz^  t^r^QtuU:=i  t  (tt-^QUu) ,  qrr^ZttU^^Zu? z=zZu  (tt^-UU). 

Puis  donc  que  q  est  un  nombre  ipipair^  il  f^ut  que  u  aussi  soit 
impair,  et  parconséquent  que  t  soit  pair,  parceque  sans  ceU 
tt . —  uu  serait  pair. 

8°.  Maintenant  que  nous  avons  transformé  pp+5qq  en  cube^ 
€t  que  lions  avons  trouvé 

il  s  agit  aussi  que  ^  ^  et  parconséquent  aussi  que  ap  soit  un 
cubej  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  que  la  formule  at  (t  +3ïi) 
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{t  —  3u)  soit  nn  cube.  Or  nous  avons  à  observer  ici  que  ^«t 
un  nombre  pair  et  non  divisible  par  3  ;  puisqu'autrement  p 
serait  divisible  par  5,  ce  qu'on  a  expressément  supposé  n'être 
pas  ',  ainsi  les  trois  facteurs  ,atf  t-^5u  et  t  —  Su  ^  sont  pee-  I 
miers  entre  eux^  et  il  faudrait  que  chacun  d'eux  fut  im  cube  I 
en  particulier.  Si  donc  nous  faisons 

t  +  5u=f  ,    t^'5u  =  ^, 
nous  aurons 

Si  donc  ai  est  un  cube,  nous  aurons  deux  cubes/'  et  ^ ,  dont 
la  somme  serait  un  cube ,  et  qui  seraient  évidemment  beau- 
coup plus  petits  que  les  cubes  a:^  et  j^  adoptés  au  commence-» 
ment  ;  car  c^mme  nous  avons  d'abord  fait 

et  que  nous  venons  de  déterminer  p  et  q  par  les  lettres  t 
et  r/,  il  faut  nécessairement  que  les  nombres  ac  et  ^  soient 
beaucoup  plus  grands  que  t  etu, 

9°.  Si  donc  il  existait  dansde  grands  nombres,  deux  cubes 
tels  que  nous  les  demandons ,  on  pourrait  aussi  assigner  en  de* 
moindres  nombres  deux  cubes  dont  la  somme  ferait  un  cube , 
et  on  pourrait  parvenir  de  la  même  manière  à  des  cubes  tou- 
jours plus  petits.  Or,  comme  il  est  très-certain  qu'il  n'y  a 
point  de  œs  cubes  dans  les  petits  nombres ,  il  s'ensuit  qu'il 
n'y  en  a  point  non  plus  dans  les  plus  grands.  Cette  conclusion 
se  confirme  par  celle  que  fournit  le  second  cas  et  qui  est  la 
même ,  comme!  on  va  voir. 

10**.  Second  cas.  Supposons  à  présent  que  p  soit  divisible 

par  3 ,  et  que  q  ne  le  soit  pas  ,  et  faisons  pr=z5ry  notre  for- 

3r 
mule  deviendra  — .  (^^rr  +  5qq  )  ,  ou  f  r  (  3r7-  -f-  ^^  )  ;  et  ces 

deux  facteurs  sont  premiers  entre  eux ,  vu  que  3rr  +  qq  n'est 
divisible  ni  par  2  ni  par  3  ^  et  que  r  doit  être  pair  aussi  bien 
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ffoe  p;  c-est  pourquoi  ch^cunde  ces  deux  facteurs  doit  être  un. 
pube  en  particulier. 

n**.    Or  en  transformant  le  second  facteur  Srr+^çJ  ou 
t/q  +  3rr,  nous  trouvons  de  la  même  manière  que  pi-dessus 

^  =;  ^  (  «  --.  Quu  )  ,    r  =  3w  (  W  — r  uM  )  ; 

fBt  il  faut  remarquer  que  puisque  q  était  impair,  t  doit  être  ici 
pareillement  un  nombre  impair,  et  que  u  doit  être  pair. 

'  or 
lâ^.  Mais  il  faut  aussi  que  ~-  soit  un  cube  ;  091  en  muld-? 

4 
pliant  par  le  cube  ^ ,  que  -^  ou 

2u  (  f ^  —  uu  )  =  au  (  f  -f-  u  )  (  <  •—  u  )  j, 

poit  un  cube;  et  comme  ces.' trois. facteurs  sont  des  nombres 
premiers  entre  eux,  il  faut  que  chacun  par  lui-même  soit  qn 
pu be.  Supposons  donc  ^   r  " 'i 

jl  s'ensuivra         .  ,  >        . 

c'est-à-dire  que  «i  au  était  un  cube,  f^-^g^  serait  un  cube. 
On  aurait  parconséquent  deux  cubes  f^  et  g*''  beaucoup  plus 
petits  que  les  premiers  ;  dont  la  différence  serait  un  cube ,  et 
par  là  même  on  connaîtrait  aussi  deux  cubes  dp^t  la  somme, 
serait  un  cube,  puisqu'on  n'aurait  qu'à  faire /^  —  g^z=h^  pour 
avoir  y^  -=1  P  +  g^^  ou  un  cube  égal  à  la  somme  de  deux 
cubes.  Voilà  donc  la  conclusion  précédente  pleijiement  con- 
firmée ;  c'est-à-dire  qu'on  ne  peut  assigner  même  par  les  plus, 
grands  nombres  deux  cubes  tels  que  leur  somme  ou  leur 
ijiflpérence  soit  un  cube ,  et  cela  par  la  raison  qu'on  ne  ren- 
contre point  de  cubes  de  cette  espèce  dans  les  pliiâ  petits^ 
nombres. 
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a44-  ^^  donc  qu*il  est  impossible  de  trouver  deux  eubei 
dont  la  somme  ou  la  dilTérence  soit  un  cube ,  notre  première 
queetion  tombe  d'elle-même  ;  aussi  a-t-on  coutume  plutôt  de 
commencer  dans  cette  matière  par  la  question  de  déterminer 
irois  cubes  dont  la  somme  fasse  un  cube  ;  mais  en  supposant 
que  deux  de  ces  cubes  soient  arbitraires  j  desorte  qu'il  ne  s'a^t 
que  de  trouver  le  troisième  ;  ainsi  nous  passerons  immédia- 
tement à  cette  question. 

245.  Question  deuxième.  Deux  cubes  c^  et  6'  étant  donthés, 
on  demande  un  troisième  cube ,  tel  que  la  sonune  4e  ces  trois 
cubes  fasse  un  cube. 

Il  s'agit  de  transformer  en  cube  la  formule  a'  -fr  6^  -f-  x'  ; 
cela  ne  peut  se  faire  à  moins  qu'on  ne  connaisse  d'avance  un 
cas  satisfaisant  ;  mais  un  cas  de  cette  espèce  se  présente  aussitôt^ 
c'est  celui  de  x=:—  a;  qu'on  fasse  donc  a?=y  —  a,  on 
aur4 

c'est  parconséquent  la  formule  j^  —*  Zcyy  +  Zcuiy  -f-  b^  qui  doit 
devenir  un  cube  ;  or  le  premier  et  le  dernier  terme  étant  ici  des 
cubes ^  on  trouve  aussitôt  deux  solutions. 

1°.  La  première  demande  qu'on  fasse  la  racine  dé  la  for- 
mule -zrzy  -|-  b ,  dont  le  cube  est  j^  +  3&)y  +  3iiy  +  6^  ;  on  a 
de  cette  manière 

—  3ay  -f  3aa  =  3iy  +  Zbb  ; 

et  parconséquent 

aa  —  bb  , 

mais  X  ==  —  i  ;  desorte  que  cette  solution  ne  nous  est  d'aucun 
usage. 

.  9°.  Mais  on  peut  aussi  prendre  pour  racine  b  -i-Jy,  dont  le 
cube  est/^y  +  Zbfjyy  +  ^bbfy  +  i^,  et  déterminer  f  de 
façon  qu'aussi  les  troisièmes  termes  se  détruisent,  savoir  en 
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faisant 

Saa=t5bbf,  ou/=jj; 

car  alors  cm  parvient  à  Téquation 

qui^  multipliée  par  b^,  devient 
et  donne 

et  parconséquent 

a::=zy-a=   ^,_^  =a.  ^_^. 

Ainsi  les  deux  cubes  o^  et  &^  étant  donnés,  nous  connaissont 
aussi  la  racine  du  troisième  cube  cherché  ;  et  si  nous  voulons 
que  cette  racine  soit  positive  ,  nous  n'avons  qu'à  supposer  le 
cube  b^  plus  grand  que  l'autre  a^  :  faisons-en  Tapplication  i 
quelques  exemples. 

1^.  Soient  1  et  8  les  d^ux  cubes  donnés,  ensorte  que  a  =:  1 
et  &  =  2  ;  la  formule  9  +  o:^  deviendra  un  cube ,  si  a:  =  -^  ; 
car  on  aura 

9  +  ^=^=(¥)'- 

â^.  Soient  les  cubes  donnés  8  et  527 ,  desorte  que  a^z  â 
et  6  =:  3  •  la  formule  35  -f-  ^  sera  un  cube  dans  le  cas  d» 


3®.  Que  5i7  et  64  soient  les  ci:d)es  donnés,  c'est-à-dire 
q;tte  a =3  et  &  =  4  ;  ^^  formule  91  +  o;^  deviendra  un  cube  , 


ai  :e  —  ^^ 
mi.  u.  —    37  . 


Si  Ton  voulait  déterminer  pour  deux  cubes  donnés  d'au- 
tres troisièoKs  cubes ,  il  f^iudrait  poursuivre  en  substituant 
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.,        ,  ■  4-  2  aii  lieu  de  x  *  dans  la  formule  a'  +  i'  +  ar : 
o^  — '-œ 

car  on  parviendrait  par  ce  moyen  à  Une  formule  semblable  à 

la  précédente ,  et  qui  fournirait  ensuite  de  nouvelles  Taleun 

de  z  ;  mais  on  voit  assez  qu'on  s'engagerait  dans  des  calcuU 

très-prolixes. 

■ 

246.  Il  se  présenté  ati  reste  dans  cette  question  un  cas  re- 
marquable^ celui  où  les  deux  cubes  donnés  sont  égaux  ^  où 

c  =  6  ;  car  dans  ce  cas  on  a  a:  =  —  =00  5  c'est-à-dire  qu*on 

o 

n'a  aucune  solution  ;  et  voilà  la  raison  pour  laquelle  on  n'a 
plu  encore  résoudre  le  problème  de  transformer  en  cube  la 
formule  ao^  +  a:^.  Soit,  par  exemple,  a=  1,  ou  que  cetfè 
formule  soit  a  -f-  x' ,  on  trouvera  que  quelques  formes  qu'on 
lui  donne ,  ce  sera  toujours  inutileinent  >  et  qu'on  gcberchera 
en  vain  une  valeur  de  x  qui  satisfasse.  On  conclut  de  là ,  avec 
assez  de  certitude ,  qu'il  est  impossible  de  trouver  un  cubé . 
égal  à  la  Somme  d'un  cube  et  d'un  double  cubé  y  où  bien  qiïè 
l'équation 

est  impossible  j  et  comme  cette  équation  donné 

il  serait  impossible  aussi  de  trouver  deux  cubes  dont  la  diffé-» 
rence  fût  égale  au  double  d'un  autre  cube;  cette  conséquence 
à'étend  de  même  à  la  somme  de  deux  cubes  ;  et  tout  cela  va 
être  porté  jusqu'à  une  évidence  complète  par  la  démonstra- 
tion qui  suit. 

247-  t'héorème.  Ni  la  somme  ni  la  différence  de  deux  cubes 
ne  peut  devenir  égale  au  double  d'un  autre  cube  ;  cela  veut 
aire  (^ue  la  formule 

X?  t±i  y^  zzz  Q,Z^ 

•it  toujours  impossible ,  si  ce  n'est  dan^  le  cas  évident  j' =  a:.* 
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On  peut  encore  ici  regarder  x  et  y  comme  premiers  entre 
êax  ;  car  si  ces  nombres  avaient  un  diviseur  commun,  il  fau-« 
drait  que  z  eût  le  même  diviseur ,  et  que  toute  l'équation  ^ 
parconséquent ,  fût  divisible  par  le  cube  de  ce  diviseur.  Cela 
posé ,  comme  oc^  ^y^  doit  être  un  nombre  pair ,  il  faut  que 
les  nombres  x  ety  soient  impairs  tous  les  deux,  moyennant 
quoi  tant  leur  somme  que  leur  différence  sera  paire.  Ainsi 
faisons 

nous  aurons 

et  il  faudra  que  des  deux  nombres p  et  q  l'un  soit  pair  et  Tautr* 
émpair.  Or  de  là  il  suit 

^  +/  =  2/>^  +  ^pqq  —  ^p  (.PP  +  '5qq)y 

J^  _  Jf3  -^  Çppg  ^  2^3  -—  ^g   çj^pp  ^qq^  ^ 

«'est-à-^ire  deux  formules  toùt-à-fait  semblables.  Parqonsé-^ 
4juent  il  suffira  de  prouver  que  la  formule  sp  (pp  +  Zqq  )  nef 
peut  devenir  le  double  d'un  cube,  ou  que  p  {^pp  •{-  ^qq)  ne 
peut  être  un  cube.  On  va  voir  comment  nous  nous  y  prendrons 
pour  cette  démonstration. 

1°.  Il  se  présente  de  nouveau  deux  cas  dilFérens  à  consi-^ 
^érer  :  l'un  où  les  deux  facteurs  p  et  pp  -f-  5qq  n'ont  point  de 
ôommun  diviseur ,  et  doivent  être  un  cube  chacun  séparément  ;- 
l'autre  où  ces  facteurs  ont  un  divideur  commun,  lequel  diviseur 
<^ependant ,  domme  nous  avon?  vu,  ne  peut  être  autre  que  5. 

a**.  Premier  cas;  En  supposant  donc  que  p  ne  soit  pas  divi- 
sible par  5  ^  et  qu'ainsi  les  deux  facteurs  soient  premiers  entre' 
^ux,  nous  réduirons  d'abord  pp  +  5qq  en  cube ,  en  faisant 

p=^f(«— 9uu)  ,     ^=:3a  (if  — 9i/u)î 

^Èioyennant  cela,  il  faudra  seulement  encore  que  p  deviexm^ 
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un  cube.  Or  t  n'étant  pas  divisible  par  3^  puisqu'autrement  p 
serait  aussi  divisible  par  5  y  les  deux  facteurs  tettt  —  quu  sont 
premiers  entre  eux,  et  parconséquent  il  faut  que  chacun  en 
particulier  soit  un  cube. 

3®.  Mais  lé  dernier  facteur  à  son  tour  a  deux  facteurs, 
savoir  t^5u  et  t  —  5u^  qui  sont  des  nombres  premiers  entre 
eilx ,  d'abord  parceque  t  n'est  pas  divisible  pat  3 ,  et  en  second 
lieu,  parceque  l'un  des  nombres  ^  et  u  est  pair,  tandis  qae 
l'autre  est  impair  ;  car  si  ces  nombres  étaient  impairs  tous  les 
deux ,  il  faudrait  que  non-seulement  p ,  mais  aussi  que  q  fut 
impair,  ce  qui  ne  se  peut  -,  donc  il  faut  que  chacun  de  ces  deux 
facteurs ,  t  -)*  3u  et  t  — '^uen  particulier  soit  un  cubé. 

4^.  Soit  donc 

nous  aurons 

Or  t  doit  être  un  cube  qtie  noUs  désignerons  par  h^^  moyennanl 
quoi  il  faudrait  que 

[iàrdonséquent  nous  aurions  deux  cubes  beaucoup  inoîndres^ 
savoir/*^  et  ^ ,  dont  la  somme  serait  le  double  d'un  cube. 

5°.  Second  cas.  Supposons  à  présent  p  divisible  par  3^  et 
Conséquemment  que  q  ne  le  soit  pas. 

Si  nous  faisons  p=z5r,  notre  formule  devient 
Sr(grr  +  37^)==9r(3rr  +  (79>^ 

et  ces  facteurs  étant  maintenant  des  nombres  premiers  entrer 
eux ,  il  faut  que  l'un  et  l'autre  soient  un  cube. 

G".  Afin  donc  de  transformer  en  cube  le  second;  </7  +3fT/ 
Aous  ferons 
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et  il  faudra  encore  que  lun  des  nombres  ^  et  u  soit  impair  et 
Tautre  pàir^  vu  qu'autrement  les  deux  nombres  9  et  r  seraient 
pairs.  Or  nous  obtenons  par  là  le  premier  facteur 

gr==  fl7M  (  «  —  un)  ; 

et  Cofiime  il  doit  être  un  cube ,  il  faut  aussi  qu*en  le  divisant 
par  37,  la  formule  u  (W  — i^u),  ouu  (^-f-u)  (^  —  u),  soit 
un  cube. 

7**.  Mais  ces  trois  facteurs  étant  premiers  entre  eux,  il  faut 
qu'ils  soient  tous  eux-mêmes  des  cubes.  Ainsi  supposons  pour 
les  deux  derniers 

nous  aurond 

mais  u  devant  être  un  cube^  nous  aurions  de  cette  inanîère,  en 
de  bien  plus  petits  nombres,  deux  cubes  dont  la  différende 
serait  égale  au  double  d'un  autre  cube. 

8°.  Puis  donc  qu'on  ne  peut  assigner  en  petits  nombres  des 
cubes  tels  que  leur  somme  ou  leur  différence  soit  un  cube  doublé, 
il  est  clair  qu'il  n'y  a  point  de  cubes  de  cette  espèce ,  même 
parmi  les  plus  grands  nombres. 

9°.  On  objectera  peut-être  que  nôtre  Conclusion  pourrait 
induire  en  erreur ,  parcequ'il  existe  dans  ces  moindres  nombres 
un  cas  satisfaisant,  savoir  celui  def=^g.  Mais  on  doit  consi^ 
dérer  que  lorsque  f=g,  on  a  dans  le  premier  cas 

et  ainsi  u=:  o  ;  que  parconséquent  aussi  ^  =  o,  et  que  comme 
nous  avions  supposé 

il  faudrait  que  les  deux  premiers  cubes  x^  et  j^  eussent  déjà  été 
a.  S 
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égaux  Tun  et  l'autre  ^  lequel  cas  a  été  expressément  excepté. 
De  même^  dans  le  second  cas,  sifzzzg,  il  faut  que 

t-f-  u  =  ^  —  u, 

et  pareillement  u  =  o  ;  donc  aussi  r  :=  o  et  p  =  o  ;  donc  les 
deux  premiers  cubes  a?  ety^  deviendraient  encore  égaux  ^  de 
quoi  il  n*est  pas  question  dans  le  problème. 

ii48.  Question  troisième.  On  demande  en  général  trois  cubes, 
a^,  y^  etz^f  dont  la  somme  soit  égale  à  un  cube. 

Nous  venons  de  voir  qu'on  peut  supposer  deux  de  ces  cubes 
connus,  et  qu'on  peut  déterminer  par  là  le  troisième^  pourvu 
qu'il  n*y  en  ait  pas  d'égaux  ;  mais  la  méthode  précédente  ne 
fournit  dans  chaque  cas  qu'une  seule  valeur  pour  le  troiâàmt 
cube ,  et  il  serait  difficile  d'en  déduire  de  nouvelles. 

Nous  regarderons  donc  à  présent  les  trois  cubes  comme  in-« 
connus  ;  et  afin  de  donner  une  solution  générale  ^  nous  feron» 

a^^y^  -f-  a'  =  v^  ; 
nous  transposerons  lm  des  premiers  pour  avoir 

et  voici  comment  nous  satisferons  à  cette  éqUation. 
i**.  Soit 

nous  aurons ,  comme  nous  avons  vu , 

o^+y^  =  2pCpp+5qq). 
Soit  de  plus 

nous  aurons  aussi 

v^  — a'=::fi^  (w-f-Srr  ; 
donc  il  faut  que 

^PXPP  +  3^9  )  =  â*  O^  +  ^^d» 


ou 
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p  (^pp  +  5qq)  =  5(«  +  3rr). 


â^.  Nous  ayons  tu  plus  haut  qu'un  nombre  tel  que  pp+^qg, 
ne  peut  avoir  pour  diviseurs  que  des  nombres  de  la  même 
forme.  Puis  donc  que  ces  deux  formules  pp  -f-  Sqq  et  5.^  +  ^''O 
doivent  avoir  nécessairement  un  diviseur  conunun ,  soit  ce  divi- 
seur =  ^<  -f-  5uu, 

3^.  Faisons  en  conséquence 

pP'h5qq  =  iff+Sgg)  (tt  +  Suu) 
et 

ss  +  3rr=  (hh  +  Zkk)  (^U  +  3m*); 

•t  nous  aurons 

p=ft  +  5gu,    q—gt'-'Ju; 
parconséquent 

PP=#^  +  6/gto+9gguu,    qq^ggtt-^s^fgtu+ffuu, 
d'où  résulte 

pp  +  Sqq^(ff+5gg)tt  +  i5ff+9gg)uu; 

«u  bien 

pp  +  Sqq  =  (ff+Zgg)  iU  +  5uu). 

4^.  Nous  tirons  de  la  même  manière  de  l'autre  formule 

d'où  résulte  l'équation 

(ft+5gu)  (ff+5gg)  («+3ui/)=(Af+3ftu)(AA+3W)(«+3ttM , 

qui^  divisée  par  tt-^^uuy  donne 

fKff+^gg)+^gu(ff+Sgg)^hKhh+5kk)+3hu(^hh+^^^ 
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OU 

moyennant  quoi 

~  fUf+  ^Sg)  -  h  ihh+5kk)    "' 

5^.  Chassons  encore  les  fractions ,  en  faisant 

u:=^f(ff+  5gg)  -hihh  +  Zhk), 
«t  nous  aurons 

où  Ton  peut  dpnner  telles  valeurs  qu*On  veut  aux  lettres/,  gi 
Aet  ft. 

6^.  Lors  donc  que  nous  aurons  déterminé  par  ces  quat 
nombres  les  valeurs  de  t  et  de  u  ^  nous  aurons 

lo.  p=ft+5gu,  fl°.  q=gt—fu,  3**,  sz=ht+5ku,  4°.  r=kt^hu  ; 
de  là  nous  parviendrons  enfin  à  la  solution  de  la  question 

et  Cette  solution  est  générale ,  au  point  qu'elle  renferme  toui 
les  cas  possibles^  vu  que  dans  tout  ce  calcul  on  n'a  admif 
aucune  limitation  arbitraire.  Tout  l'artifice  consistait  à  rendrft 
notre  équation  divisible  par  tt  -j-  3uu ,  moyennant  quoi  nom 
avons  pu  déterminer  les  lettres  t  et  u  par  une  équation  du 
premier  degré.  On  peut  faire  des  applications  sans  nombrt 
de  nos  formules  :  nous  en  donnerons  une  pour  exemple 

i«.  Soit 


'. 


p: 

!■  d*àlgébre.  ^77 

on  aura 

t:=-5g(ff+5gg), 

ainsi 
P  =  -%  (ff+3gg)  +Zfg  iff+Zgg)^3g=i-5g, 
tt 

r  =:  -/•(//+  3gg)  +  1  ; 
parconséquent 

X  =  -  3g  -  (ff+  5ggy  +/, 
y=-Sff  +  (j9^+3g-g)»-/. 

Si  outre  cela  nous  supposons 

noua  aurons 

x  =  ^no,  y  =  i4,   «=17,    i'  =  — 7* 
et  de  là  résulte  l'équation  finale 

—  20^+ 14^+17'  =  — 7^,  ou  i/f-f"  l7'  +  7'  =  ûo'• 
â49•  Question  quatrième.  On  demande  trois  nombres  qui  for- 
ment une  progression  arithmétique^  dontla différence  soit  1  ;  et 
qui  soient  tels  que  leurs  cubes  ajoiltés  ensemble  reproduisent 
un  cube. 

Soit  X  le  nombre  ou  le  terme  moyen ,  ar  *—  i  sera  le  plus 
petit  et  X  -f- 1  le  plus  grand  ;  la  somme  des  cubes  de  ces  trois 
nombres^  est 

3a^-J.6x  =  3a?  (a7x  +  a>. 
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et  elle  doit  être  un  cube.  Il  nous  faut  ici  d'avance  un  cai 
cette  propriété  ait  lieu^  et  nous  trouyons,  après  quelques  es 
que  ce  cas  est 

Ainsi  nous  pouvons ,  d*après  les  règles  établies  plui  ha 
faire 

ensorte  que 

et 

a;3  =  64  +  48y  +  laxy +y , 

et  moyennant  quoi  notre  formule  devient 

ai6  +  i5oy  4- 3Gyj^  +  3j^ , 

où  le  premier  terme  est  un  cube  ,  mais  où  le  dernier 
Test  pas. 

Supposons  donc  la  racine  =  6  +  j5'  *  ou  la  forra 
=  ai6  +  loSJy  +  i^ffyy  +/^J^,  «t  faisons  évanouir  les  de 
seconds  termes .  en  écrivant 

i5o=io8/,  ou/=^; 

les  autres  termes ,  divisés  par^,  donneront 

a5*    .    a5^ 


3S 
ou 


+  3y-i8^+/3j.=  -g.+  _j., 


183.36  +  i8\3y  =  i«*.a5*  +  aS^j^, 
ou 

i8^36  — i8*.25»  =  a53j^— i83,3y  ; 
donc 

_  i83.36— i8\a5^_  l8^(l8.56^^fl50 
^~      a5*  — 3.i8^      ~       a53  +  3.i8» 

c'est-à-dire 

—  3Q4'fl5 —7452 

y^      1871     ~    1871    • 
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Comme  on  pourrait  trouver  embarrassant  de  poursuivre 
cette  réduction  en  cubes,  il  est  bon  d'observer  que  la  question 
peut  toujours  se  réduire  à  des  carrés.  En  effet ,  puisque 
3a;  (arx  +  2)  doit  être  un  cube,  qu'on  suppose  cette  for- 
mule =  a^y^f  on  aura 

3xx  +  S:=zxxy^, 
et  parconséquent 

G  36 

XX  =z 


y  — 3~6y  — 18' 

Or  le  numérateur  de  cette  fraction  étant  déjà  un  carré ,  nous 
n'avons  besoin  de  transformer  en  carré  que  le  dénominateur 
By^  —  18 ,  ce  qui  exige  aussi  qu'on  ait  trouvé  un  cas.  Consi- 
dérons pour  cet  effet  que  18  est  divisible  par  9,  maii  que  6 
est  seulement  divisible  par  5 ,  et  qu'ainsi  y  pourra  se  diviser 
par  3;  si  nous  faisons  donc^=:3«,  notre  dénominateur  de- 
viendra =  iGas^  — - 18 ,  ce  qui  étant  divisé  par  g  et  devenant 
iSz^  —  a,  doit  encore  être  un  carré  ;  or  c'est  ce  qui  a  liett 
évidemment  dans  le  cas  de  £  =  1 .  Ainsi  nous  ferons 

et  il  faudra  que 

16  +  54^  +  54VV  +  181/^  =s  un  carré  ; 

que  la  racine  en  soit  4  +^*'  1  dont  le  carré  est  1  S+S^v-fn^*'^^ 
il  faudra  que 

54  +  18^=^;  ou  i8i/  =  — ^,  ou  flv  =  — If; 

donc 

ce  qui  produit 


«'=-il; 


4 
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et  après  cela 


J  —  3a* 


Reprenons  à  présent  ledénominatenr 

Gy3—.i8  =  iGaa»— 18  =  9(182^5  — a); 
pui6({ue  la  racine  carrée  du  facteur  182^  «^  a  est 


4  +  ¥i'  =  i^ 


48  > 


celle  du  dénominateur  total  est  |||  ;  mais  la  racine  du  numé- 
rateur est  6  \  donc 


i 


aleur  tout-à-fait  différente  de  celle*  que  nous  ayons  trouvée 
précédemment.  Il  s*ensuit  que  les  racines  de  nos  trois  cuba 
cherchés  sont 

*  .  a,  — •  1  —  TÔT  j  •^•»*^— ia7>  «-'••A'T*  —  1Q7  * 

et  la  somme  des  cubes  de  ces  trois  nombres  sera  un  cube  doBt 
la  racine 

^*17  io7*  Ta TÔT" 

aSo.   Nous  terminerons  ici  ce  traité  de  l'Analyse  indétcr-    ^^ 
minée  ,  ayant  eu  suffisamment  occasion  dans  les  questions  que 
nous  avons  résolues,  d'expliquer  les  principaux  artifices  qu'on  a 
imaginés  jusqu'à  présent  dans  cette  partie  de  l'Analyse* 

C 

le 
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Xj  e  s  Géomètres  du  siècle  passé  se  sont  beaucoup  occupés 
de  r  Analyse  indéterminée ,  qu'on  appelle  vulgairement  Analyse 
de  Diophante;  mais  il  n*y  a  proprement  que  MM.  Bachet  et 
Fermât  qui  aient  ajouté  quelque  chose  à  ce  que  Diophcmte 
lui-même  nous  a  laissé  sur  cette  matière. 

On  doit  surtout  au  premier  une  Méthode  complète  pour 
résoudre  en  nombres  entiers  tous  les  problèmes  indéterminés 
du  premier  degré  (*);  le  second  est  l'Auteur  de  quelques 
Méthodes  pour  la  résolution  des  équations  indéterminées  qui 
passent  le  second  degré  (**)  ;  de  la  Méthode  singulière  par 
laquelle  on  démontre  qu'il  est  impossible  que  la  somme  ou  la 
différence  de  deux  carrés  -  carrés  ,  puisse  jamais  être  un 
carré  (***)  ;  de  la  solution  d'im  grand  nombre  de  problèmes 
très-difficiles  et  de  plusieurs  beapx  théorèmes  sur  les  nombres 
entiers ,  qu'il  a  laissés  san9  démonstration^  mais  dont  la  plupart 


(*)  Voyez  plus  bas  le  paragraphe  III.  Au  reste  je  ne  parle  point  ici  de  son 
Commentaire  snr  Diophante,  parceqne  cet  Ouvrage,  excellent  dans  son 
genre,  ne  renferme,  à  proprement  parler,  ancnne  d(k:ouverte. 

{^*)  Ce  sont  celles  qni  sont  exposées  dans  les  chapitres  8, 9  et  10  dn  Traita 
précèdent.  Le  P.  BilU  les  a  recueillies  dans  difierens  écrits  de  M.  Fermât  , 
et  les  a  publiées  à  la  tête  de  la  nonTellc  ëdition  de  Diophante,,  donnée  pa» 
M.  Fermât  le  fils. 

(***)  Cette  méthode  est  détaillée  dans  le  chapitre  i^  du  Traité  précédent  ; 
en  troure  les  principes  dans  la  Remarque  de  M*  Fermât,  qui  est  après  la 
Question  xzti  du  Ùm  yi  ô»  Dhphaïue^ 


J 


flSa  ADDITIONS. 

ont  été  ensuite  démontrés  par  Euler,  dans  les  Commentaires 
de  Pétersbourg  (*). 

Cette  branche  de  l'Analyse  a  été  presque  abandoimée  dans 
ce  siècle;  et  si  on  en  excepte  Euler,  je  ne  connais  personne 
qui  s*y  soit  appliqué  ;  mais  les  belles  et  nombreuses  décon- 
verteâ  que  ce  grand  Géomètre  y  a  faites ,  nous  ont  bien  dé- 
dommagé de  l'espèce  d'indifférence  que  les  autres  Géomètres 
paraissent  avoir  eue  jusqu'ici  pour  ces  sortes  de  recherches. 
Les  Commentaires  de  Pétersbourg  sont  pleins  des  travaux  de 
Euler,  dans  ce  genre ,  et  l'Ouvrage  qu'il  vient  de  donner  est 
un  nouveau  service  qu'il  rend  aux  amateurs  de  TAnalyse  de 
Diophante.  On  n'avait  point  encore  d'Ouvrage  où  cette  science 
fut  traitée  d'une  manière  méthodique^  et  qui  renfermât  et 
expliquât  clairement  les  principales  règles  connues  jusqu'ici 
pour  la  solution  des  problêmes  indéterminés*  Le  Traité  pré- 
cédent réunit  ce  double  avantage  ;  mais  pour  le  rendre  encore 
plus  complet^  j'ai  cru  devoir  y  faire  plusieurs  additions  dont  je 
vais  rendre  compte  en  peu  de  mots. 

La  théorie  des  fractions  continues  est  une  des  plus  utiles  de 
rArithmétique ,  où  elle  sert  à  résoudre  avec  facilité  des  pro- 
blèmes qui  y  sans  son  secours ,  seraient  presqu'intraitables  ; 
mais  elle  est  d'un  plus  grand  usage  encore  dans  la  solution  des 
problèmes  indéterminés ,  lorsqu'on  ne  demande  que  des  nom- 
bres entiers.  Cette  raison  m'a  engagé  à  exposer  cette  théorie 
avec  toute  l'étendue  nécessaire  pour  la  faire  bien  entendre  ; 
comme  elle  manque  dans  les  principaux  Ouvrages  d'Arithmé- 


(^)  Les  problènes  et  les  tb^rémes  dont  noQf  parlons,  sont  lépandoi  dans 
les  Remarques  de  M.  Fermât  sur  les  Questions  de  Diophante  y  et  dans  ses 
Lettres  imprimëes  dans  les  Opéra  Mathematica  y  etc. ,  et  dans  le  second 
Tolume  des  Œuvres  de  Wallis. 

On  trouvera  aussi  dans  les  Mémoires  de  TAcad^mie  de  Berlin ,  pour  les 
années  1770  et  snivantes,  les  démonstrations  de  quelques  tbeoito^s  dt  cet 
Auteur»  qui  n'avaient  pas  encore  été  domii^. 
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tiqiie  et  d'Algèbre,  elle  doit  être  peu  connue  des  Géomètres;  je 
serai  satisfait  si  je  puis  contribuer  à  la  leur  rendre  un  peu  plus  fa- 
milière. Je  donne  ensuite  des  applications  nouvelles  de  cette  théo- 
rie à  l'Analyse  indéterminée.  Je  détermine  les  minima  qui  peu- 
vent avoir  lieu  dans  les  formules  indéterminées  à  deux  inconnues  , 
surtout  dans  celles  du  second  ordre,  et  je  démontre,  relativement 
à  celles-ci,  des  propositions  remarquables  qui  n'étaient  pas 
connues ,  ou  qui  n'avaient  pas  encore  été  démontrées  d'une  ma- 
nière générale  et  directe.  On  remarquera  principalement  dans 
l'article  33  une  Méthode  particulière  t)our  réduire  en  fractioni 
continues  les  racines  réelles  des  équations  du  second  degré  ,  et 
dans  les  articles  suivant ,  une  démonstration  rigoureuse  que  ces 
fractions  doivent  toujours  être  nécessairement  périodiques  (*), 

Les  autres  additions  concernent  la  résolution  des  équations  in« 
déterminées.  Bachet  Siyait  donné  en  1624,  la  résolution  compléta 
des  équations  indéterminées  du  premier  degré.  Celles  des  équa- 
tions du  second  degré  n*a  paru  qu'en  1769,  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  de  Berlin.  On  la  redonne  ici  simplifiée  et  généralisée 
de  manière  à  ne  rien  laisser  à  désirer.  A  l'égard  des  équations  in- 
déterminées des  degrés  supérieurs  au  second,  on  n'a  encore  quo 
des  méthodes  particulières  pour  les  résoudre  dans  quelques  cas; 
et  il  est  à  présumer  que ,  pour  ces  sortes  d'équations,  la  résolu- 
tion générale  devient  impossible  passé  le  second  degré,  comme  elle 
paraît  Têtre  passé  le  quatrième  pour  les  équations  déterminées. 

Enfin ,  le  dernier  paragraphe  renferme  des  recherches  sur  les 
fonctions  qui  ont  la  propriété,  que  le  produit  de  deux  ou  de  plu- 
sieurs fonctions  semblables  est  aussi  une  fonction  semblable  ; 
j'y  donne  une  méthode  générale  pour  trouver  ces  sortes  de  fonc- 
tions ,  et  j'en  fais  voir  l'usage  pour  la  résolution  de  différens  pro- 
blèmes indéterminés,  sur  lesquels  les  niéthodes  connues  n'auraient 
aucune  prise. 

(*)  Dans  c«tte  nouvelle  édition  on  a  fait  quelqncs  changemens  à  l'analyse  du 
problème  prenier  du  paraf;niphe  Mcoud;  pottr  la  rendre  plu»  directe  et  pluft 
lacile  à  suivre. 

s* 
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SUR  LES  FI^ACTIONS  CONTINUÉS. 
PARAGRAPHE  PREMIER. 

1 .  \^  o  M  M  E  la  théorie  des  Fractions  continues  manque  dans 
les  livres  ordinaires  d'Arithmétique  et  d'Algèbre ,  et  que  par 
cette  raison  elle  doit  être  peu  connue  des  Géomètres  ^  nom 
croyons  devoir  commencer  ces  Additions  par  une  exposition 
abrégée  de  cette  théorie ,  dont  nous  aurons  souvent  lieu  d« 
faire  l'application  dans  la  suite. 

On  appelle  en  général  fraction  continue  toute  expression  de 
cette  forme, 

^-f-,etc. 

où  les  quantités  a,  jS^  y,  i",  etc.  et  b,  c,  dy  etc.  sont  des 
nombres  entiers  positifs  ou  négatifs  ;  mais  nous  ne  considéreront 
ici  que  les  fractions  continues  dans  lesquelle  les  numérateurs 
b,  c,  d,  etc.  sont  égaux  à  l'unité^  c'est-à-dire  celles  qui  sont 
de  la  forme 

^/3  +  i 

i"  +,  etc. 

ce  ^  /S ,  ^,  etc.  étant  d'ailleurs  des  nombres  quelconques  entier! 
positifs  ou  négatifs;  car  celles-ci  sont,  à  proprement  parler, 
les  seules  qui  sont  d'un  grand  usage  dans  l'Analyse ,  les  autres 
n'étant  prescjue  que  de  pure  curiosité. 

a.  Milord  Brouncker  est,  je  crois ,  le  premier  qui  ait  ima* 
giné  les  fractions  continues  :  on  connaît  celle  qu'il  a  trouvée 
pour  exprimer  le  rapport  du  carré  circonscrit,  à  l'aire  du 
cercle,  et  qui  est 
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^+5  +  2     ,5 

2-4 , 

a  +,  etc. 

Maïs  on  ignore  le  chemin  qui  l'y  a  conduit.  On  trouve  seu- 
lement dans  VAnthmetica  infinitorum  quelques  recherches 
sur  ce  sujet,  dans  lesquelles  TVallis  démontre  d'uae  manière 
assez  indirecte ,  quoique  fort  ingénieuse ,  l'identité  de  l'ex- 
pression de  Brouncker  avec  la  sienne,  qui  est,  comme  ron 
®^*>  aii'.i'.IrlTTt;  il  y  donne  aussi  la  méthode  de  réduire  en 
général  toutes  sortes  de  fractions  continues  à  des  fractions 
ordinaires.  Au  reste,  il  ne  paraît  pas  que  l'im  ou  Tautre  de 
ces  deux  grands  Géomètres  ait  connu  les  principales  pro- 
priétés et  les  avantages  singuliers  des  fractions  continues  ;  nous 
verrons  ci-après  que  la  découverte  en  est  principalement  due 
à  Huyghens, 

3.  Les  fractions  continues  se  présentent  naturellement  toutes 
les  fois  qu'il  s'agit  d'exprimer  en  nombres  des  quantités  frac- 
tionnaires ou  irrationnelles.  En  effet,  supposons  qu'on  ait  à 
évaluer  une  quantité  quelconque  donnée  a ,  qui  ne  soit  pas 
exprimable  par  un  nombre  entier;  la  voie  la  plus  simple  est 
de  commencer  par  chercher  le  nombre  entier  qui  sera  le  plus 
proche  de  la  valeur  de  a ,  et  qui  n'en  différera  que  par  une 
fraction  moindre  que  l'unité.  Soit  ce  nombre  *,  et  l'on  aura 
a  —  CL  égal  à  une  fraction  plus  petite  que  l'umité  ;  desorte  que 

■  sera  au  contraire  un  nombre  plus  grand  que  l'unité  \ 

«oit  âonc =  6 ,  et  comme  b  doit  être  un  nombre  plu» 

a  —  «6  ' 

grand  que  l'unité ,  on  pourra  chercher  de  même  le  nombre 

entier  qui  approchera  le  plus  de  la  valeur  de  h\  et  ce  nombre 

étant  nommé  i8,  on  aura  de  nouveau  h  —  9»  égal  à  une  fraction 

plus  petite  que  l'unité ,  et  parconséquent  t g  «era  égal  à 

une  quantité  plus  grande  que  l'unité ,  qu'on  pourra  désigner 
par  c  ;  ^nsi ,  pour  évaluer  c ,  il  n'y  a  qu'à  chercher  pareille- 
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ment  le  nombre  entier  le  plus  proche  de  c,  lequel  étant  dé- 
signé par  >>  on  aura  c^^y  égal  à  une  quantité  plus  petite  que 

lunité;  et  parconséquent sera  égal  à  une  quantité  Jplus 

grande  que  l'unité,  et  ainsi  de  suite.  Par  ce  moyen  il  est  clair 
qu*on  doit  épuiser  peu  à  peu  la  valeur  de  a ,  et  cela  de  la  ma- 
nière la  plus  simple  et  la  plus  prompte  qu'il  est  possible ,  puis- 
qu'on n'emploie  que  des  nombres  entiers  dont  chacun  approche, 
autant  qu'il  est  possible ,  de  la  valeur  cherchée. 
Maintenant,  puisque 

on  aura 

<z  — «  =  7,  d'où  a  =  «e-}-T; 
de  même  j  à  cause  de 

=  c. 


*-/3 

on  aura 

*  =  /S 

et  à  cause  de 

1 

c  — ^ 
on  aura  pareillement 

et  ainsi  de  suite  ;  desorte  qu*en  substituant  successivement  ces 
valeurs^  on  trouvera 

«  =  «  + j, 

c 
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t ,  en  général  j 

U  est  bon  de  remarquer  ici  que  les  nombres  a,  p,  y,  etc. , 
jui  représentent ,  comme  nous  Venons  de  le  voir ,  les  valeurs 
entières  approchées  des  quantités  a,  b^  c^  etc.  peuvent  être 
pris  chacun  de   deux  manières  différentes^   puisqu'on   peut 
prendre  également  pour  la  valeur  entière  approchée  d'une 
quantité  donnée,  Tun  ou  Tautre  des  nombres  entiers^  entre 
lesquels  se  trouve  cette  quantité  ;  il  y  a  cependant  une  diffé- 
rence essentielle  entre  ces  deux  manières  de  choisir  les  valeurs 
approchées  par  rapport  à  la  fraction  continue  qui  en  résulte  ; 
car  si  on  prend  toujours  les  valeurs  approchées  plus  petites 
que  les  véritables,  les  dénominateurs  jS,  y,  ^,  etc.  seront  tous 
positifs;  au  lieu  qu'ils  seront  tous  négatifs,  si  on  prend  les  var 
leurs  approchées  toutes  plus  grandes  que  les  véritables,  et  ils 
leront  en  partie  positifs  et  en  partie  négatifs  /si  les  valeurs  ap* 
prochées  sont  prises  tantôt  trop  petites  et  tantôt  trop  grandes. 

En  effet ,  si  a  est  plus  petit  que  a^  C'-^u.  sera ube  quantité 
positive;  donc  b  sera  positive,  et  jSle  sera  aussi;  au  contraire 
a — A  sera  négative,  si  a  est  plus  grand  que  a;  donc  b.  sera 
négative ,  et  jS  le  sera  aussi.  De  même  si  jS  est  plus  petit  que  b, 
i— -/S  sera  toujours  une  quantité  positive  ;  donc  c  le  sera  aussi, 
et  parconséquent  aussi  y  ;  mais  si  fi  est  plus  grand  que  b  ,b  —  fi 

âera.  une  quantité  négative  ;  desorte  que  c ,  et  parconséquent 

aussi  y,  seront  négatifs ,  et  ainsi  de  siûte. 

Au  reste,  lorsqu'il  s'agit  de  quantités  négatives,  j'entends 
par  quantités  plus  petites,  celles  qui,  prises  positivement ,  se- 
raient plus  grandes  ;  nous  aurons  cependant  quelquefois  dan$ 
la  suite  occasion  de  comparer  entre  elles  des  quantités  purement 
par  rapport  à  leur  grandeur  absolue  ;  mais  nous  aurons  soin 
^'avertir  alors  qu'il  faudra  faire  abstraction  des  signes. 
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Je  dois  remarquer  encore  que  si,  parmi  les  quantités 
d ,  etc.  il  s'en  trouve  une  qui  soit  égale  à  un  nombre  e: 
alors  la  fraction  continue  sera  terminée ,  parce  qu*on  poi: 
conserver  cette  quantité  même  ;  par  exemple^  si  c  est  un 
bre  entier^  la  fraction  Continue  qui  donne  la  valeur  de  a 

En  effet  il  est  dair  qu'il  faudrait  prendre  ^  r=:  c^  c 
donnerait 

c^^y      o  * 

et  parconséquent 

^=00; 
desorte  que  l'on  aurait 

les  termes  suivans  deviennent  nuls  vis-à-vis  de  la  quantité 
&ie  00  ;  or  à  ^=  o;  donc  on  aura  simplement 

c 

Ce  cas  arrivera  toutes  les  fois  que  la  quantité  a  sera 
mensurable,  c'est-à-dire  qu'elle  sera  exprimée  par  une  fra 
rationnelle  ;  mais  lorsque  a  sera  une  quantité  irrationnel 
transcendante^  alors  la  fraction  continue  ira  nécessairemi 
l'inSni. 

4-  Supposons  que  la  quantité  a  soit  une  fraction  ordi 

ji 

-^,  AetB  étant  des  nombres  entiers  donnés  ;il  est  d'abord  év 

jj 

A 
quelenombre  entier  «t  qui  approchera  le  plus  de  —,  sera  le 
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tient  de  la  division  de  ^  par  B\  ainsi  supposant  la  division 
faite  à  la  manière  ordinaire ,  et  nommant  a  le  quotient  et  C 

le  reste,  on  aura -rr—- *=-^",  donc6  =  r^;  pour  avoir  de 

même  la  valeur  entière  approchée  jS  de  la  fraction  —,  il  n'y 
aura  qu*à  diviser  B  par  C,  et  prendre  pour  ^  le  quotient  de 

cette  division  ;  alors  nommant  D  le  reste,  on. aura  6  —  iS  r=  j^, 

C 

et  parconséquent  c=-?^;  On  continuera  donc  à  diviser  C  par 

D  ;  et  le  quotient  sera  la  valeur  du  nombre  y ,  et  ainsi  de  suite  ; 
d*où  résulte  cette  règle  fort  simple  pour  réduire  les  fractions 
ordinaires  en  fractions  continues. 

Divisez  d'abord  le  numérateur  de  la  fraction  proposée  par 
son  dénominateur f  et  nommez  le  quotient  a;  divisez  ensuite  le 
dénominateur  par  le  reste,  et  nommez  le  quotient  fi;  divisez 
après  cela  le  premier  reste  par  le  second  reste,  et  soit  le  quo^ 
tient  y;  continuez  ainsi  en  divisant  toujours  Vavant-demier 
reste  par  le  dernier. ,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  une  division 
qui  se  fasse  sans  reste,  ce  qui  doit  nécessairement  arriver^ 
puisque  les  restes  sont  des  nombres  entiers  qui  vont  en  dimi^ 
nuant  ;  vous  aurez  la  fraction  continue 

>'TV^-f-  etc. 

qui  sera  égale  à  la  fraction  donnée. 

5.  Soit  proposé  de  réduire  en  fraction  continue  la  fraction 
~^  ;  on  divisera  donc  1  io3  par  887,  on  aura  le  quotient  1  et 
le  reste  ai 6  ;  on  divisera  887  par  a  16,  on  aura  le  quotient  4 
et  le  reste  a3;  on  divisera  216  par  aS,  ce  qui  donnera  le 
quotient  9  et  le  reste  9  •,  on  divisera  encore  a3  par  9 ,  on  aura 
le  quotient  a  et  le  reste  5  ;  on  divisera  9  par  5>  on  aura  le 
a.  T 
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quotient  i  et  le  reste  4  ;  on  divisera  5  par  4»  on  aura  le  quo- 
tient 1  et  le  reste  i  ;  enfin,  divisant  4  P^i^  i  »  on  aura  le  quotient 
4  et  le  reste  nul,  desorte  que  Topération  sera  terminée.  Ras- 
semblant donc  par  ordre  tous  les  quotiens  trouvés,  on  aura 
cette  série,  i>4>di^>  i|ii4i  d*où  Ton  formera  la  frac- 
tion  continue 

iio3 1 

6.  Comme  dans  la  manière  ordinaire  de  faire  les  divisions, 
on  prend  toujours  pour  quotient  le  nombre  entier  qui  est  égal 
ou  moindre  que  la  fraction  proposée ,  il  s'ensuit  que  par  la  mé- 
thode précédente  on  n'aura  que  des  fractions  continues  dont 
tous  les  dénominateurs  s^ont  des  nombres  positifs. 

Or  on  peut  aussi  prendre  pour  quotient  le  nombre  entier 
qui  est  immédiatement  plus  grand  que  la  valeur  de  la  fraction, 
lorsque  cette  fraction  n'est  pas  réductible  à  un  nombre  entier, 
et  pour  cela  il  n'y  a  qu'à  augmenter  d'une  unité  la  valeur  du 
quotient  trouvé  à  la  manière  ordinaire  ;  alors  le  reste  sera  né- 
gatif, et  le  quotient  suivant  sera  nécessairement  négatif.  Ainsi 
on  pourra  à  volonté  rendre  les  termes  de  la  fraction  continue 
positifs  ou  négatifs. 

Dans  l'exemple  précédent,  au  lieu  de  prendre  i  pour  le 
quotient  de  i  io3  divisé  par  887,  je  puis  prendre  2  ;  mais  j'au- 
rai le  reste  négatif —  671,  par  lequel  il  faudra  maintenant 
diviser  887;  on  divisera  donc  887  par  —  671 ,  et  l'on  aura  ou 
le  quotient  —  1  et  le  reste  21 G  ,  ou  le  quotient  —  a  et  le  reste 
—  455.  Prenons  le  quotient  plus  grand  —  1 ,  et  alors  il  faudra 
diviser  le  reste — G71  parle  reste  216,  d'où  Ton  aura  ouïe 
quotient  —  3  et  le  reste  —  23,  ou  le  quotient  —  4  et  le  reste 
133*  J«  continue  la  division  en  adoptant  le  quotient  plus  gran4 
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—  3;  3*aurai  à  diviser  le  reste  21 G  par  le  reste  -^  a3,  ce  qui 
me  donnera  ou  le  quotient  —  g  et  le  reste  9 ,  ou  le  quotient 

—  lo  et  le  reste  —  14,  et  ainsi  de  suite. 

De  cette  manière  on  aura 

iio3  ,        i 

887  -^+ir3  +  ~l 

—  9  +  etc. 

DÙ  Ton  voit  que  tous  les  dénominateurs  sont  négatifs. 

7.  On  peut  au  reste  rendre  positif  chaque  dénominateur 
négatif,  en  changeant  le  signe  du  numérateur;  mais  il  faut 
alors  changer  aussi  le  signe  du  numérateur  suivant;  car-  il  est 
clair  qu'on  a 

ft-| 1  =/x I 

^  -j-  etc.  ^  -|-  etc. 

Ensuite  on  pourra,  si  Ton  veut,  faire  disparaître  tous  les 
«ignés  — -  de  la  fraction  continue ,  et  la  réduire  à  une  autre 
dont  tous  les  termes  soient  positifs  ;  car  on  a  en  général 

'^       V  +,  etc.  ■     ^  *    1  -^ ,      ^ 

*  y  —  1  +,  etc. 

.  comme  on  peut  s'en  convaincre  aisément,  en  réduisant  ces 
deux  quantités  en  fractions  ordinaires. 

On  pourrait  aussi  par  un  moyen  semblable  introduire  des 
termes  négatifs  à  la  place  des  positifs ,  car  on  a 

*  y—  1  +  etc. 

D'où  l'on  voit  que  par  ces  sortes  de  transformations  on  peut 
^elquefois  simplifier  une  fraction  continue ,    et  la  réduire  à 
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un  moindre  nombre  de  termes;  ce  qui  aura  lieu  toutes  les  foîi 
qu'il  y  aura  des  dénominateurs  égaux  à  l'unité  positive  ou  né* 
gative. 

En  général  il  est  clair  que  pour  avoir  la  fraction  continue 
la  plus  convergente  qu'il  est  possible  vers  la  valeur  de  la  quan- 
tité donnée,  il  faut  toujours  prendre  pour  *,^>  >>  etc.  lei 
nombres  entiers  qui  approcbentle  plus  des  quantités  a,  b,  c,  etc. 
*oit  qu'ils  soient  plus  petits  ou  plus  grands  que  ces  quantités; 
or  il  est  facile  de  voir  que  si,  par  exemple,  on  ne  prend  pas 
pour  «  le  nombre  entier  qui  approche  le  plus,  soit  en  excès 
ou  en  défaut,  de  a,  le  nombre  suivant  /S  sera  nécessairement 
i^gal  à  l'unité  ;  en  effet  la  différence  entre  a  et  a  sera  alon 

plus  grande  que  \ ,  parconséquent  on  aura  b  = [dus  pe- 

tit  que  â  ;  donc/S  ne  pourra  être  qu'égal  à  l'unité. 

Ainsi  toutes  les  fois  que  dans  une  fraction  continue  on  trou- 
vera des  dénominateurs  égaux  à  l'unité,  ce  sera  une  marqas 
que  l'on  n'a  pas  pris  les  dénominateurs  précédens  aussi  appro- 
chans  quil  est  possible ,  et  que  parconséquent  la  fraction  peut 
se  simplifier  en  augmentant  ou  en  diminuant  ces  dénominatean 
d  une  unité,  ce  qu'on  pourra  exécuter  par  les  formules  précé- 
dentes, sans  être  obligé  de  refaire  en  entier  le  calcul. 

8.  La  méthode  del'art.  4  peut  servir  aùsâi  à  réduire  en  frac- 
tion continue  toute  quantité  irrationnelle  ou  transcendante, 
pourvu  qu'elle  soit  auparavant  exprimée  en  décimales;  mais 
comme  la  valeur  en  décimales  ne  peut  être  qu'approchée ,  et 
qu'en  augmentant  d'une  unité  le  dernier  caractère ,  on  a  deux 
limites  entre  lesquelles  doit  se  trouver  la  vraie  valeur  de  la 
quantité  proposée,  il  faudra,  pour  ne  pas  sortir  de  ces  limites, 
faire  à  la  fois  le  même  calcul  sur  les  deux  fractions  dont  il  s'a-  ; 
git,  et  n'admettre  ensuite  dans  la  fraction  continue  que  les  } 
quotiens  qui  résulteront  également  des  deux  opérations.  j 

Soit,  par  exemple ,  proposé  d'exprimer  par  une  fractioi 
continue  le  rapport  de  la  circonférence  du  cercle  au  diamètre. 
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Ce  rapport  exprimé  en  décimales  est,  par  le  calcul  de  P'iete , 

3, 1415926535 ;  desorte  qu'on  aura  la  fraction  iôoôloÔoolt' 

a  réduire  en  fraction  continue  par  la  méthode  ci-dessus  ;  or  û 
on  ne  prend  que  la  fraction  ^^0000  >  on  trouve  les  quotiens  3  ^ 
7 ,  i5 ,  1 ,  etc.  et  si  on  prenait  la  fraction  plus  grande  lotlîl  • 
on  trouverait  les  quotiens  3,  7,  i6,  etc.  desorte  que  le  troi- 
fdème  quotient  demeurerait  incertain  ;  d'où  l'on  voit  que ,  pour 
pouvoir  pousser  seulement  la  fraction  continue  au-delà  de 
trois  termes ,  il  faudra  nécessairement  adopter  une  valeur 
de  la  périphérie  qui  ait  plus  de  six  caractères. 

Or  si  on  prend  la  valeur  donnée  par  Ludolph  en  trente-cinq 
caractères,  et  qui  est  3,  i4i59,  26535,  89793,  23846-, 
â6433,  80279,  50288;  et  qu'on  opère  en  même  temps  sur 
cette  fraction  et  sur  la  même  >  en  y  augmentant  le  dernier  ca-r 
ractère  8  d'une  unité ^  on  trouvera  cette  suite  de  quotiens ,5, 
7,  i5,  1,  292,  1,  1,  1,  2,  1^  3,  1,  14,  a,  1,  1,  3,  2) 
2,  2,  1,  84,  2,  z,  1,  z5,  5,  1.3^  1,  4,  2^  6,  6,  u  dcr 
forte  que  l'on  aura 

Périph.  ^g   .   1^ 

diamètr.         ^^  7  *Ju  --       i 

*    '    i5  •+--  ,     1. 

Comme  îl  7  a  ici  des  dénominateurs  égaux  à  l'unité,  o» 
pourra  simplifier  la  fraction ,  en  y  introduisant  des  termes 
gatifs  I  par  les  formules  de  l'art.  7 ,  et  l'on  trouyera 

diamètr.  7  +  -?        i 

394— 3  _i: 

3  -f^  etc. 
ou  bien 

diamètn  7+-?  ,       * 

/       16  H 7  ,   f 

^  — 394+5  .^ 

^^  — 3  +  etc. 
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9.  Nous  ayons  montré  ailleurs  comment  on  peut  appliqua 
la  théorie  des  fractions  continues  à  la  résolution  numérique  do 
équations  y  pour  laquelle  on  n'avait  encore  que  dea  métboda 
imparfaites  et  insuffisantes.  (  Voyez  Us  Mémoires  de  VAccik- 
mie  de  Berlin  pour  les  années  1767  et  1768.)  Toute  la  diffi- 
culté consiste  à  pouvoir  trouver  dans  une  équation  quelconquel 
la  valeur  entière  la  plus  approchée^  soit  en  excès  ou  en  dé£nit|l 
de  la  racine  cherchée ,  et  c'est  sur  quoi  nous  avons  donné  b 
premier  des  règles  sûres  et  générales  par  lesquelles  on  peit 
non-seulement  reconnaître  combien  de  racines  réelles  poàtiftt 
pu  négatives ,  égales  ou  inégales,  contient  la  proposée^  ouii 
encore  trouver  facilement  les  limites  de  chacune  de  ces  radneSi 
et  même  les  limites  des  quantités  réelles  qui  composent  les  i»- 
cines  imaginaires.  Supposant  donc  que  k  soit  Tinconnue  de 
r équation  proposée,  on  cherchera  d'abord  le  nombre  entier 
qui  approchera  le  plus  delaraeine  cherchée,  et  nommante* 
nombre  « ,  il  n'y  aura  qu'à  faire ,  comme  on  l'a  vu  dans  l'art!, 

X  =  «e  -f*  ""•  (J6  nomme  ici  K^y ,  z,  etc.  ce  que  j'ai  dénoté 

dans  Vart.  cité  par  a ,  b ,  c ,  etc.)  et  substituant  cette  valeur 
à  la  place  de  * ,  on  aura ,  après  avoir  fait  évanouir  les  frac- 
tions une  équation  du  même  degré  en  y  ,  qui  devra  avoir  an 
moins  une  racine  positive  ou  négative  plus  grande  que  Tunité. 
On  cherchera  donc  de  nouveau  la  valeur  entière  approchée  de 
cette  racine,  et  nommant  cette  valeur  iS,    on  fera  ensuite 

y  zzz  fi  -^ — ,  ce  qui  donnera  de  même  une  équation  en  z ,  qui 

aura  aussi  nécessairement  une  racine  plus  grande  que  l'unité,  et 
dont  on  cherchera  pareillement  la  valeur  entière  approchée  7, 
et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière ,  la  racine  cherchée  se  trou- 
vera exprimée  par  la  fraction  continue 
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qui  sera  terminée ,  si  la  racine  est  commensurable  ^  mais  qui  ira 
nécessairement  à  Tinfini  ^  si  elle  est  incommensurable. 

On  trouvera  dans  les  Mémoires  cités  tous  les  principes  et  les 
détails  nécessaires  pour  se  mettre  au  fait  de  cette  méthode  et 
de  ses  usages ,  et  même  différens  moyens  pour  abréger  souvent 
les  opérations  qu'elle  demande  ;  nous  crojrons  n'avoir  presque 
rien  laissé  à  désirer  sur  ce  sujet  si  important. 

Au  reste  ^  pour  ce  qui  regarde  les  racines  des  équations  du 
second  degré ,  nous  donnerons  plus  bas ,  (^art.  33  et  suw.  )  une 
méthode  particulière  et  très  -  simple  pour  les  convertir  en 
fractions  continues. 

lo.  Après  avoir  expliqué  la  génération  des  fractions  conti- 
nues^ nous  allons  en  montrer  les  usages  et  les  principales  pro- 
priétés. 

Il  est  d'abord  évident  que  plus  on  prend  de  termes  dans  une 
fraction  continue ,  plus  on  doit  approcher  de  la  vraie  valeur 
de  la  quantité  qu'on  a  exprimée  par  cette  fraction;  desorte 
que  si  on  s'arrête  successivement  à  chaque  terme  de  la  frac- 
tion ,  on  aura  une  suite  de  quantités  qui  seront  nécessairement 
convergentes  vers  la  quantité  proposée. 

Ainsi  ayant  réduit  la  valeur  de  a  à  la  fraction  continue 

-y  4-4 
'^^«r+,etc. 

on  aura  les  quantités 

5/   etc. 
ou  bien,  en  réduisant  > 

<t^+  1     aJBy  -^tt  +  y 
qui  approcheront  de  plus  en  plus  de  la  valeur  de  a, 

4 


2g6  additions; 

Pour  pouvoir  mieux  juger  de  la  loi  et  de  la  convergence  de 
ces  quantitési  nous  remarquerons  que  par  les  formules  de  l'art.  3 
on  a 

et  =  «t -f- r^  ^  =  P  + -»  c  =  j' -f- -1,  etc. 

d'où  Ton  voit  d'abord  que  a  est  la  première  valeur  approchée 
de  a;  qu'ensuite  si  on  prend  la  valeur  exacte  de  a  qui  est 

— T — j  et  qu'on  y  substitue  pour  b  sa  valeur  appprochée  jS, 

on  aura  cette  valeur  plus  approchée  — -= — ;  qu'on  iaura  de 
même  une  troisième  valeur  plus  approchée  de  a^  en  mettant 
d'abord  pour.  6  sa  valeur  exacte ,  ce  qui  donne 

(fit/2-^  i)c  +  fit 
fic+1  ' 

et  prenant  ensuite  pour  c  la  valeur  approchée  }^;  par  ceUioj^ 
la  nouvelle  valeur  approchée  de  a  tera 

fiy  +  i 

continuant  le  même  raisonnement ,  on  pourra  approcher  da- 
vantage, en  mettant,  dans  l'expression  de  a  trouvée  ci-dessus, 

à  la  place  de  c  sa  valeur  exacte  ^-—ï —  >  ce  qui  donnera 

et  prenant  ensuite  pour  d  sa  valeur  approchée  ^;  desorte  qu'on 
aura  pour  la  quatrième  approximation  la  quantité 

et  ainsi  de  suite. 
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De  là  il  est  facile  de  voir  que  si  par  le  moyen  des  nombres 
*>  ^}  y>  ^9  ®^c-  o^  forme  les  expressions  suivantes ^ 

C  =  yB+A        C^  =  yB'  +  A^ 
D  =  iC-^B       D':=i  S'C^^  B^ 

etc.  etc. 

on  aura  cette  suite  de  fractions  convergentes  vers  la  quantité  a, 

A^     B^     C^     D      E      F 
A''  B^'   O'   D''   E^'    F'* 

Si  la  quantité  a  est  rationnelle ,  et  représentée  par  une  6:ac-« 

V  * 

tion  quelconque  -^r^,  il  est  évident  que  cette  fraction  sera  tou- 
jours dans  la  série  précédente  ;  puisque^  dans  ce  cas^  la  fraction 
continue  sera  terminée ,  et  que  la  dernière  fraction  de  la  série 
ci-dessus  doit  toujours  équivaloir  à  toute  la  fraction  contiiine. 

Mais  si  la  quantité  a  est  irrationnelle  ou  transcendante  ^  alors 
la  fraction  continue  allant  nécessairement  à  Tinfini  ;  on  pourra 
aussi  pousser  à  rinfîni  la  série  des  fractions  convergentes. 

11.  Examinons  maintenant  la  aature  de  ces  fractions;  et 
d'abord  il  est  visible  que  les  nombres  ^^  •^>  C,  etc.  doivent 
aller  en  augmentant,  aussi  bien  que  les  nombres  ^',  Jî*,  Oy  etc. 
car  1**.  si  les  nombres  «e,  ^^y^  etc.  sont  tous  positifs  ^  lesnom- 
bres  Ay  B y  Cj  etc.  A\  JS* ,  C\  etc.  seront  aussi  tous  positifis, 
et  Ton  aura  évidemment 

B^A,  C>B^D>C,  etc* 
et 

jB*  =  ou>^S  C*>iïSD»>C',etc- 

â°.  Si  les  nombres  tt,  fi,y,  etc.  sont  tous  ou  en  partie  n^a- 
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tifs  ^  alors  parmi  lei  nombres  ^^  B,  C,  etc.  et  A^,  B^ ,  ^>3|° 
y  en  aura  de  positifs  et  de  négatifs;  mais,  dans  ce  cas^  on  coi- le 
sidérera  que  l'on  a  en  général  par  les  formules  précédentes     I? 

d  où  l'on  voit  d*abord  que  si  les  nombres  a,  fi,y ,  etc.  sont 
différens  de  Tunité ,  quels  que  soient  d'ailleurs  leurs  signes^  on 

aura  nécessairement^  en   faisant   abstraction  des  signes^ -i 

plus  grand  que  l'unité;  donc  -^  moindre  que  l'unité ,  parcoih 

séquent  -^  plus  grand  que  l'unité ,  et  ainsi  de  suite  ;  donc  B 
plus  grand  que  A,  C  plus  grand  que  B ,  etc. 

Il  n'y  aura  d'exception  que  lorsque  parmi  les  nombres 
^>  ^9  y»  ^tc.  il  s'en  trouvera  d'égaux  à  l'unité;  suppo- 
sonsj  par  exemple ,  que  le  nombre  y  soit  le  premier  qui  uà 
égal  à  ±1 1  ;  on  aura  d'abord  B  plus  grand  que  A ,  mais  dea 

moindre  que  B ,  s'il  arrive  que  la  fraction  ^soit  de  signe  dif" 

férent  de  ^  ;  ce  qui  est  clair  par  l'équation 


£_      ,A 

B~'^'^B' 

parceque^  dans  ce  cas^  j^  <f-  ^  sera  un  nombre  moindre  qae 

l'unité  ;  or  je  dis  qu'alors  on  aura  nécessairement  D  plus  grand 
que  Bi  car  puisque  j/zrrd:  i ,  on  aura,  (art.  lo)  , 

c=»±:i+i,  d'où    c  — 2=±:i; 

or  comme  c  et  d  sont  des  quantités  plus  grandes  que  Tunité, 
(  art.  3  ) ,  il  est  clair  que  cette  équation  ne  pourra  subsister,  à 


ia 


il 


h 
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moins  que  c  et  c?  ne  soient  de  même  signe  ;  donc  »  pnisqne  y 
et  cT  sont  les  valeurs  entières  approchées  de  c  et  d^  ces  nom- 
bres ^  et  (T  devront  être  aussi  de  même  signe;  mais  la  fraction 

c  ,A 

doit  être  de  même  signe  que  y ,  à  cause  que  y  est  un  nombre 

j4  c 

entier,  et  ^  une  fraction  moindre  que  l'unité;  donc  Tr^t  i^ 

seront  des  quantités  de  même  signe  ;  parconséquent  -^  sera 
une  quantité  positive.  Or  on  a 

c  —  ^'^c' 

donc  multipliant  par  — ,  on  aura 

JtS 

—  =  d  —  -4-  I  ; 

^C  ,  D 

donc  -^  étant  une  quantité  positive^  il  est  clair  que  jr  sera, 

I 

plus  grande  que  Tunité  ;  donc  D  plus  grand  que  £.  ! 

De  là  on  voit  que  s'il  arrive  que  dans  la  série  A^  B,  C,  etc.  » 
il  se  trouve  un  terme  qui  soit  moindre  que  le  précédent;  le 
terme  suivant  sera  nécessairement  plus  grand  ;  desorte  qu'en 
mettant  à  part  ces  termes  plus  petite^  la  série  ne  laissera  pas 
d'aller  en  augmentant 

Au  reste,  on  pourra  toujours  éviter,  si  l'on  veut,  cet  in- 
convénient, soit  en  prenant  les  nombres  *,  iS,  y  ^  etc.  tous 
positifs ,  soit  en  les  prenant  tous  différens  de  l'unité ,  ce  qui  est 
toujours  possible. 

On  fera  les  mêmes  raisonnemens  par  rapport  à  la  série 
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A*,  B\  C\  etc.  dans  laquelle  on  a  pareillement 

-j;  =  ^,_=3,  +  ^,-^.  =  J  +  ^,etci 

d*où  Ton  déduira  des  conclusions  semblables  aux  précédentes, 
la.  Maintenant^  si  on  multiplie  en  croix  les  termes  de> 

Ëractions  voisines  dans  la  série  —,  —,  -r^ ,  etc.  on  trouveia. 

BA'-^  JB'  =1 ,  CB'  —BO^  AB'  —  BA'  ^ 
DO  —  CD»  =  BO  —  CB"^ ,  etc. 

d*où  je  conclus  qu'on  aura  en  général 

BA'  —  AB"^  =  I 
CB'  —BO  =—1 
DO'^CD}  =  i 

etc. 


2 


Cette  propriété  est  très-remarquable  ^  et  donne  lieu  à  plusieui 

conséquences  importantes. 

ABC 

D*abord  on  voit  que  les  fractions  —  ,  -^ ,  ^ ,  etc.  doivent  ? 

être  déjà  réduites  à  leurs  moindres  termes  ;     car  si , .  par  ^ 
exemple,    C  et  O   avaient  un  commun  diviseur  autre  que 
l'unité,   le   nombre    entier    CB^  —  BO    serait   aussi   divi- 
jsible  par  ce  même  diviseur ,  ce  qui  ne  se  peut ,  à  cause  de 
C5i-^5C»  =  — 1. 
Ensuite  si  on  met  les  équations  précédentes  sous  cette  form» 

B       A  _    i 
B'      A'~A'B' 
C       B  1 


€'  B'~      OBy 

D  C  _    1 

D'  O  ~  OD^ 

E'  D'~      D'E'^  ^*^' 
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îl  est  aisé  de  voir  que  les  différences  en  ire  les  fractions  voisines 

de  la  série  —  ,  —,  ^ ,  etc.  vont  continuellement  en  dimi- 
nuant y  desorte  que  cette  série  est  nécessairement  conver^^ 
gente. 

Or  je  dis  que  la  différence  entre  deux  fractions  consécu'* 
tives  est  aussi  petite  qu'il  est  possible;  ensorte  qu'entre  ces 
mêmes  fractions  il  ne  saurait  tomber  aucune  autre  fraction 
quelconque ,  à  moins  qu'elle  n'ait  un  dénominateur  plus  grand 
que  ceux  de  ces  fractions-là. 

C        D 

Car  prenons,  par  exemple,  les  deux  fractions^  et  j^^; 

dont  la  différence  est  -p^ni  *  ^^  supposons ,  s'il  est  possible  , 

qu'il  existe  une  autre  fraction  — •  dont  la  valeur  tombe  entre 

n 

celles  de  ces  deux  fractions ,  et  dans  Jaquelle  le  dénomina- 
teur n  soit  moindre  que  C*  ou  que  D^  ;  donc  puisque  —  doit 

CD, 

se  trouver  entre  7^  ®*  TJl  >  ^  faudra  que  la  différence  entre 

m       C  mO-^nC        nC—mO       .      . 

—  et  ^,  qui  est j^g;; ou j^gj ,  soit  plus  petite 

que  7>7yTi>  différence  entre  771  ©*  T^rî  ^ais  il  est  clair  que 
celle-là  ne  saurait  être  moindre  que  -r^ij  ;  donc ,  si  n  <  />' , 
elle  sera  nécessairement  plus  grande  que  -Ty^jT^  \  de  même  la 
différence  entre  —  et  ^  ne  pouvant  être   plus   petite   que 

'Yiîy  sera  nécessairement  plus  grande  que  T^Kii  si  »  <  C, 
au  lieu  qu  elle  devrait  être  plus  petite. 

i3.  Voyons  présentement  de  combien  chaque  fraction  de 


o  = 
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la  série  -^^^  -07  >  ^^^*  approchera  de  la  valeur  de  la  quantité  a. 

JT        si 

Pour  cela  on  remarquera  que  les  formules  trouvées  dans  l'art.  10 

donnent 

Ab  +  1 

Bc  '^  A 

_Cd  +  B 

^—  Od  +  B' 

_De  +  C 

et  ainsi  de  suite. 

C 

Donc  si  on  veut  savoir  de  combien  la  fraction  -rq'f  Jffx 

exemple ,  approche  de  la  quantité  ^  on  cherchera  la  diiFérence 

C  ,  .  ,    Cd  +  B 

entre  -r^  et  c  ;  en  prenant  pour  a  la  quantité  '7^r^-^^l>  ^^ 

aura 

C  _  Cd+B       C      _  BO—CB' 1 

^     0~Od+B'     O     ~(F(Ô3+B^~  C^Od+B^y 

à  cause  àe  BO  —  CB^  =  1  >  (art.  12);  or  comme  on  sup- 
pose que  J  soit  la  valeur  approchée  de  d,  ensorte  que  la  diffé- 
rence entre  d  et  ^  soit  moindre  que  Tunité,  (art.  3),  il  est 
clair  que  la  valeur  de  d  sera  renfermée  entre  les  deux  nom* 
bres  ^  et  <r  ±  1 ,  (  le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  la 
valeur  approchée  i"  est  moindre  que  la  véritable  dy  et  le  signe 
inférieur  pour  le  cas  où  <r  est  plus  grand  que  d),  et  que  par- 
conséquent  la  valeur  de  C^d  -f-  B^ ,  sera  aussi  renfermée  entre 

ces  deux-ci ,  C'<^+  B'etO{i'±.i)  +  B',  c'est-à-dire  entre 

C 

£>*  et  D^  ±0;  donc  la  différence  a  —  ^  sera  renfermée 

entre  ces  deux  limites  ^^^ ,  _____  ;  d'où  Ton  pourra 

C 

juger  de  la.quantité  de  l'approximation  de  la  fraction  — . 
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[.  En 

général  on  aura 

B                  1 

^~~£^      B^{B'c+A') 

^    I 

**— C»  ^C»(C»<i  +  ^') 

D                  1 

3o3 


nsi  de  suite. 

r  si  on  suppose  que  les  yaleurs  approchées  «^  i3^  y  ^  etc. 
it  toujours  prises  moindres  que  les  véritables^  ces  nombres 
it  tous  positifs^  aussi  bien  que  les  quantités  b^  c  ^  dy  etc. 
.  3  )  ;  donc  les  nombres  A^,  B^,  O^  etc.  deront  aussi  tous 
dfs  ;  d*où  il  s'ensuit  que  les  différences  entre  la  quantité  a 

îs  fractions  —,  -^ ,  y>;j ,  etc.  seront  alternativement  po- 

ss  et  négatives  ;  c'est-à-dire  que  ces  fractions  seront  alter- 
rement  plus  petites  et  plus  grandes  que  la  quantité  a. 

s  plus,  comme 

*>i8|C>>,  cf><P,  etc. 
7.)  on  aura 

B\  B'c^A'>B'y+A'>C\  Cd+B'>Oi^+B'>D\  etc. 
omme 

cura 

b<CB'  +  i,B'c+A'<:^B^(^y+i)+A'<:^0+B', 
Od  +  B^<^0  (l^+ 1)  +  5>  <  Dî  +  C%  etc. 

)rte  que  les  erreurs  qu'on  commettrait  en  prenant  les  frac- 
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tions  -j^ ,  ■^,  ^,  etc.  pour  la  valeur  de  a,  seraient  t« 
tivement  moindres  que  ^i^i  j^r^»  'OD^^  ^*^'    "^**  ^H 

^^^^^  ^®  ^»C^«+^0'  B^iO+B^)'  0{P'+oy  ^^'^ 
d*oA  Ton  Yoit  combien  ces  erreurs  sont  petites,  et  combien] 
elles  vont  en  diminuant  d'une  fraction  à  Tautre. 

Mais  il  y  a  plus  :  puisque  les  fractions -jj ,  -^,  y:>j,  etc| 

sont  alternativement  plus  petites  et  plus  grandes  que  la  qoaih 
tité  a  y  il  est  clair  que  la  valeur  de  cette  quantité  se  trouvera 
toujours  entre  deux  fractions  consécutives  quelconques;  or 
nous  avons  vu  ci -dessus^  (art.  la),  qu'il  est  impossibk 
qu'entre  deux  telles  fractions  puisse  se  trouver  une  antre  fiao* 
tion  quelconque  qui  ait  un  dénominateur  moindre  que  l'un  di 
ceux  de  ces  deux  fractions;  d'où  l'on  peut  conclure  que 
cunedes  fractions  dont  il  s'agit^  exprime  la  quantité  c(]m 
exactement  que  ne  pourrait  faire  toute  autre  fraction  quelcofi-l . 
cnie ,  dont  le  dénominateur  serait  plus  petit  que  celai  dé  la'frM 

tion  suivante  ;  c'est-à-dire  que  la  fraction  jq  ,  par  exem]^|E 

exprimera  la  valeur  de  a  plus  exactement  que  toute  autre 

tion  — ,  dans  laquelle  n  serait  moindre  que  D. 
n 

i5.  Si  les  valeurs  approchées  « ,  i8 ,  >,  etc.  sont  toutes  ou  en 
partie  plus  grandes  que  les  véritables ,  alors  parmi  ces  no^nbrei 
il  y  en  aura  nécessairement  de  négatifs ,  (art.  3),  ce  qui  ren- 
dra aussi  négatifs  quelques-uns  des  termes  des  séries  A^  Bf 
€,  etc.  A\  B^ ,  C\  etc.  parconséquent  les  différences  enW 

les  fractions  "jl  )  "ôi  >  j^  f  ^^c.  et  la  quantité  a ,  ne  seront  pta 

alternativement  positives  et  négatives,  comme  dans  ^e  cas^ 
l'article  précédent;  desorte  que  ces  fractions  n'auront  plt» 
l'avantage  de  donner  toujours  des  limites  en  plus  et  en  moutf 
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dé  la  quantité  a,  ayanta^e^  qiii  më  paràîtd*ane  très-grande  init- 
portance  ',  et-  (^i  doit  parc^>ti!séqûetit  faire  préférer  toujours 
dans  la  pratique  l'es  fractions  continues  où  les  dénonûnateur^ 
seront  tous  positifs.  Ainsi  nous  ne  considérerons  plus  dans  la 
faite  que  des  fractions  de  cette  espèce. 

jé     R     {^     Ty 

16.  Considérons  donc  la  série  —  .  —,  ^,   —,  etc.  dans 

u»        x>        o        iJ 

laquelle  les  fractions  sont  alternativement  plus  petites  et  pliis 
grandes  que  la  quantité  a,  et  il  est  clair  qu'on  pourra  parta- 
ger cette  série  en  ces  deux-ci  : 

ACE 

•    2"»'  ^'  F'         . 

£i»  j)i>  j^i»  ®*^- 

* 

donc  la  première  sera  composée  de  fractions  toutes  plus  pe- 
'tites  que  a,  e^  qui  iront  en  augmentant  vers  la  quantité  a; 
donc  la  seconde  sera  composée  de  fractions  .toutes  plus  grandes 
que  a ,  mais  qui  iront  en  diminuant  vers  cette  même  quantité. 
Examinons  chacune  de  ces  deux  séries  en  particulier  :  dans  la 
première  on  aura/  (^art.  10  et  is) , 


• 

c 

A^ 

~A'C^ 

E 

C 

> 

etc. 

et 

dans  la  seconde 

on  aura 

« 

B 

D 

^ 

• 

. 

5«" 

D' 

'^jB'J)^ 

■ 

D 

F 
F' 

"^  D'  F'' 

etc. 

jOr  «i  les  nombres  y,i',tt  etc.  itai.ent.ton$  ^f»an  à  l'unité  ^ 
fl.  V 
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on  pourrait  prouver ,  comme  dans  Vart.  lA,  qu*eiitre  âeoâ] 
fractions  consécutives  quelconques  de  l'une  on  de  l'autre  dA^ 
deux  séries  précédentes ,  il  ne  pourrait  jamais  se  trouver  anl 
cune  autre  firaction  dont  le  dénomins^teur  serait  moindre  qn 
ceux  de  ces  deux  fractions;  mais  il  n'en  sera  pas  de  même 
lorsque  les  nombres  y,^,  i,  etc.  seront  différens  de  Tunîté 
car,  dans  ce  ca^s^  on  pourra  insérer"  entre  les  fractions  dont 
«'agit  y  autant  de  fractions  intermédiaires  qu'il  y  aura  d'unité 
dans  les  nombres  >  —  i ,  ^—  i ,  •  —  i ,  etc.  et  pour  cela  il 
n'y  aura  qu'à  mettre  successivement  dans  les  valeurs  de  Ci 
Oy  {art.  lo),  les  nombres  i,  a,  3,  etc.  y  à  la  place  àey 
et  de  même  dans  les  valeurs  deZ>  et  D^ ,  les  nombres  i,& 
3,  etc.  ^  à  la  place  de  ^,  et  ainsi  de  suite. 

l'j.  Supposons^  par  exemple^  que  y  soit  c=4»  ^^  ^^^ 

c=^4B  +  A,    e = 45  »  +  -irf» , 

,  .      A       C 
et  on  pourra  insérer  entre  les  fractions  '*;n  ^^  Tn»  ^^^ 

tions  intermédiaires  qui  seront 

B  +A     qB  +A     5B  +A^ 
B'  +  A''  ùB'  +  A''   ZB'-^^A'^ 

Or  il  est  clair  que  les  dénominateurs  de  ces  fractions  foi 
une  suite  croissante  aritbmétiquemént  depuis  A^  jusqu'à 
et  nous  allons  voir  que  les  fractions  elles-mêmes  croissent  sxd 

A  C 

continuellement  depuis  -j^  jusqu'à  ^ ,  ensorte  qu'il  serait  mxsr 

tenant  impossible  d'insérer  dans  la  série 

A      B  +A      aB  +A      ZB  +  A      4B  +A        C 

3^'  B^  +  A^'   aB'  +  A^'  32v+7"«'   4B^  +  A'^^0* 

aucune  fraction  dont  la  valeur  tomba):  entre  celles  de  deux 
fractions  consécutives,  et  dont  le  dénominateur  se  trouvât  aussi 
entre  ceux  des  mêmes  fractions.  Car  h  en  prend  les  diiF^ 
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rences  entre  les  {ractions  précédentes ,  on  aura  ,  à  cause  de 

B  +A  A  1 


B^  J^A^  A^      '^  A'iB'+A') 

nB  +A         B  +A  1 


SB  +A       stB  +A  1 


3B'  +  A'      ai5'+>/'""(ai5'  +  ^«)(3^'  +  ^0 

C       ZB  +A 1 

O      ZB^  +A^~(J5B^  +  A' )b  ' 

A      B  4--// 
d'où  Ton  voit  d'abord  que  les  fractions   -—,     ^    ,     ^-.  etc. 

A^      Jo^'f'A^ 

vont  en  augmentant,  puisque  leurs  différences  sont  toutes  po« 
sitives;  ensuite,  comme  ces  différences  sont  égales  â  l'unité 
divisée  par  le  produit  des  deux  dénominateurs ,  on  pourra  prou- 
ver par  un  raisonnement  analogue  à  celui  que  nous  avons  fait 
dans  l'art.  iq,  qu'il  est  impossible  qu'entre  deux  fractions  con- 
sécutives de  la  série  précédente ,  il  puisse  tomber  une  fraction 

quelconque  -*,  si  le  dénominateurn  tombe  entre  les  dénomi- 
nateurs de  ces  fractions ,  ou ,  en  général  ;  s'il  est  plus  petit  que 
le  plus  grand  des  deux  dénominateurs. 

De  plus,  comme  les  fractions  dont  nous  parlons ,  sont  toutes 

B 

plus  grandes  que  la  vraie  valeur  de  a^  et  que  la  fraction  — 

est  la  plus  petite ,  il  est  évident  que  chacune  de  ces  fractions 
approchera  de  la  quantité  a ,  ensorte  que  la  différence  en  Sjsra 

B 

plus  petite  que  celle  entre  la  même  fraction  et  la  fraction  ^  ; 

tr  on  trouve 


V 
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A       B  1 


A^      B'  A'B^ 

B  +A       B  1 


B^^A^      B*      (^B^  +  A')B^ 
tkB  +A       B  1 


siB'+A'      B'      {!iB^  +  A')B^ 

5B  +A       B  _  1    >  . 

ZJSi  +  A'      T' ~  {ZB' +  A' )  B' 

C      B  _     1 
O      j5*  ~  OB'' 

Donc  y  puisque  ces  difFérences  sont  aussi  égales  à  l'unitc  . 
divisée  par  le  produit  des  dénominateurs,  on  y  pourra  appli- 
quer le  même  raisonnement  de  Tarticle  12^  pour   prouver 

qu'aucune  fraction  -^  ne  saurait  tomber  entre  une  quelconque 

des  fractions  -5- ,  '       /  •>■ ,      '      ,     ^  t  etc.  et  la  fraction  -bt» 

A^'  B^+A^'  ï^B^+A^'  ^' 

si  le  dénominateur  n  est  plus  petit  que  celui  de  ]a  même  frao* 
tion  ;  d'où  il  suit  que  cliacUne  de  ces  fractions  approche  plni 
de  la  quantité  n  "que  ne  pourrait  faire  toute  autre  fraction  plus 
petite  que  a,  et  qui  aurait  un  dénominateur  plus  petit  ^  c'est-à- 
dire,  qui  serait  conçue  en  termes  plus  simples. 

1 8.  Nous  n'avons  considéré  dans  l'art,  précéd.  que  les  frac- 
tions intermédicures  «ntre  -^  et  ^,  il  en  sera  de  même  dei 

c  •  .  »•  -  CE  E        G     [ 

tractions  intermédiaires  entre  y^  et  — ,  entre  -^^  ®t  7^  *  ^*^* 

si  s ,  }f  y  etc.  sont  des  nombres  plus  grands  que  l'unité. 

On  peut  aussi  appliquer  à  l'autre  série  -^ ,  -^ ,  ^,  etc. 
tout  ce  que  nous  venons  de  dire  relativement  à  la  première 
-7-,    ■^,  ^,  etc.  desorte  que  si  les  nombres  ^,  Ç,  etc.  sont 
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plus  grands  que  Tunité  y  on  pourra  insérer  entre  les  fractions 

■Î7-  et  ■=— ,  entre  -rr-et  tt»  etc.  différentes  fractions  întermé- 

diaires  toutes  plus  grandes  que  a  ^  mais  qui  iront  continuelle- 
ment en  diminuant  y  et  qui  seront  telles  qu'elles  exprimeront 
la  quantité  a  plus  exactement  que  ne  pourrait  faire  aucune 
autre  fraction  plus  grande  que  (Z^  et  qui  serait  conjiue  en  termes 
plus  simples. 

De  plus  y  si  jS  est  aussi  un.  nombre  plus  grand  que  Tunité , 

on  pourra  pareillement  plaicer  ayant  la  fraction  -^  les  fractions 

ji  +  i    s.4+1    ZA  +  i      _    ..       ,,  iS^+i  .  B 

— — > ,  — g — ,  etc.  jusqua — jg— ,  savoir^, 

et  ces  fractions  auront  Ijesi  mêmes  Ql'opriétés  que  les  autres 
fractions  intermédiaires» 

De  cette  manière  on  aura  dt>nc  ces  deux  suites  complètes- 
de  fractions  convergentes  vers  la  quantité  a. 

Fractions  croissantes  et  plus  petites  que  a. 

iL    ^  +^     aig  +A     ZB  +A 
A^>  B^  +  J^'  2J5'  +  ^"*  3^'-^^^®*^• 

yB  '+'A      C     D  +C     2Z7  +  C     3D  +  C 

gZ>  +C     E     F  +E 

eD'  +  C'  '  £î  •  ^Fi  +  El  '  ®^^-  ®*^-  **^- 

Fractions  décroissantes  et  plus  grandes  que  a... 
__,  _.,  — y— >  etc. 

^C  +  B      D     E  -^D 


^0^.^»'  £M'  £:»4.Z>* 


,  etc.  etc.  etc. 
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Si  la  quantité  a  est  irrationnelle  ou  transcendante ,  les  denl 
séries  précédentes  iront  i  l'infini  y  puisque  la  série  des  fractions 

"^f  "dT»  7r>  etc.  que  nous  nommerons  dans  la  suite  fractioni 

principales ,^fovLT  les  distinguer  des  fractions  intermédicUres , 
va  d'elle-même  à  l'infini  {art,  lo). 

Mais  si  la  quantité  a  est  rationnelle  et  égale  à  une  fraction 

quelconque  j^^,  nous  ayons  vu  dans  l'article  cité  ^  que  la  série 

dont  il  s'agit  sera  terminée^  et  que  la  dernière  fraction  de  cette 

série  sera  la  fraction  même  -^  -,  donc  cette  fraction  terminera 

aussi  nécessairement  une  des  deux  séries  ci-dessus ,  mais  Tautre 
série  pourra  toujours  aller  à  l'infini. 

En  effets  supposons  que  ^  soit  le  dernier  dénominateur  delà 
fraction  continue^  alors  yr^  sera  la  dernière  des  fractions /yriR" 
cipales,  et  la  série  des  fractions  plus  grandes  que  a  sera  termi- 
née par  cette  même  fraction  ^;  orTautre  série  des  fractions 

plus  petites  que  a,  se  trouvera  naturellement  arrêtée  à  la  frac- 

C  D 

tion  j^  qui  précède  yr^;  mais  pour  la  continuer  ^  il  n'y  a  qu'à 

supposer  que  le  dénominateur  e  qui  devrait  suivre  le  der- 
nier dénominateur  J^,  soit=«o  ^  (^art.  3)  ;  desorte  que  la  frac- 

tion  -^  qui  suivrait  j^^ ,  daiis  la  suite  des  fractions  principa- 

pales ,  serait 

coD  +Ç  _D\ 
çoZ>  +  0~D''' 

or  parla  loi  des  fractions  intermédiaires ,  il  est  clair  qu'à  cause 
de  s  =:(x> ,  on  pourrra  insérer  entre  les  fractions  ^i  ^t  j; 


I 
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une  infinité  de  fractions  intermédiaites  qui  seront 


etc. 


Ainsi,  dans  ce  cas,  on  pourra,  après  la  fraction -^  dans  la 

première  suite,  placer  encore  les  fractions  intermédiaitts  dont 
nous  parlons,  et  les  continuer  à  Tinfini. 

Problème. 

13.  Une  fraction  exprimée  par  uh  grand  nomhre  àe  chijfrei , 
étant  donnée,  trouver  toutes  tesjractiàns  en  moindres  termes, 
qui  approchent  si  près  de  la  vérité ,  qiiil  soit  impossible  d'en 
approcher  davantage  sans  en  employer  de  plus  grandes. 

Ce  problème  se  résoudra  facilement  par  la  théorie  que  non» 
Tenons  d'expliquer. 

On  commencera  par  réduire  la  fraction  proposée  en  fraction 
continue  par  la  méthode  de  l'art J  4  >  ^^  ayant  soin  de  prendre 
toutes  les  valeurs  approchées  plus  petites  que  les  véritables , 
pour  que  les  nombres  jS,  y,  i'feto.  soient  tous  positifs;  en- 
suite ,  à  l'aide  des  nombres  trouvés  et,  fi,  y,  etc.  on  formera, 

A  '   B     C 

d*après  les  formules  de  l'art.  10,  -^^,  ^>  7>7>    etc.   dont  la 

dernière  sera  nécessairement  la  même  que  la  fraction  propo- 
sée, parceqùe,  dans  ce  cas ,  la]  fraction  continue  est  terminée. 
Ces  fractions  seront  alternativement  plus  petites  et  plus  gran^ 
des  que  la  fraction  donnée ,  et  seront  succéssiveinent  conçues 
en  termes  plus  grands  ;  et  de  plus  elles  seront  telles  que  cha- 
cune de  ces  fractions  approchera  jplus  de  la  fraction  donnée , 
que  ne  pourrait  faire  toute  autre  fraction  quelconque  qui  se- 
rait conçue  en  termes  moins  simples.  Ainsi  on  aura  par  ce 
moyen  toutes  les  fractions  conçues  en  moindres  termes  que  la 
proposée ,  ^i  pourront  satisfaire  au  problème. 

4 
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Qae  si  on  veut  considérer  en  particulier  les  fractions  plus 
petites  et  les  fractions  plus  grandes  que  la  proposée  ,  on  insé- 
rera entre  les  fractions  précédentes  autant  dé  fractions  inter- 
médiaires que  Ton  pourra,  et  on  en  formera  deux  suites  de  frac- 
tions convergentes,  les  unes  toutes  plus  petites  et  les  autres 
toutes  plus  grandes  que  la  fraction  donnée ,  {art.  1 6, 17  et  18); 
chacune  de  ces  suites  aura  en  particulier  les  mêmes  propriétés 

ABC 

que  la  suite  des  fractions  principales  -jj ,  -7?^  -r^,  etc.  car  les 

fractions  dans  chaque  suite ,  seront  successivement  conçues  en 
plus  grands  termes ,  et  chacune  d'elles  approchera  plus  de  la 
fraction  proposée ,  que  ne  pourrait  faire  aucune  autre  fraction 
iqui  serait  pareillement  plus  petite  ou  plus  grande  que  la  pro- 
posée, mais  qui  serait  conçue  en  termes  plus  simples. 

Au  reste  il  peut  arriver  qu'une  des  fractions  intermédiaires 
d'une  série  n'approche  pas  si  près  de  la  fraction  donnée ,  qu'une 
des  fractions  de  l'autre  série,  quoique  conçue  en  termes  moins 
simples  que  celle-ci;  c'est  pourquoi  il  ne  convient  d'employer 
les  fractions  intermédiaires  ,  que  lorsqu'on  veut  q[ue  les  fractions 
cherchées  soient  toutes  plus  petites  ou  toutes  plus  grandes  qae 
la  fraction  donnée* 

Exemple   I. 

20.  Suivant  M.  de  la  Caille ,  l'année  solaire  est  de  3G5'  5* 
48'  49"  >  ^t  parconséquent  plus  longue  de  5*  /^S'  49*  que  Tan- 
née commune  de3G5'',  si  cette  différence  était  exactement  de 
6  heures,  elle .  donnerait  un  jour  au  bout  de  quatre  années 
communes;  mais  si.on  veut  savoir  au  juste  au  bout  de  combien 
d'années  communes. cette. différence  peut  produire  un  certain 
nombre  de  jours ,  il  faut  chercher  le  rapport  qu'il  y  a  entre 
s4*  et  5*  48'  49"^  6^  o^  trouve  ce  rapport  =:|f|Tf,  desorte 
qu'on  peut  dire  qu'au, bout  de  86400  années  ç.pmmunes,  il 
faudrait  intercaler  00929  jours  pour  les  réduire  à  dés  années 
tropiques. 

Or  comme  le  rapport  de  86400  à  20929  est  exprimé' en  ter- 
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'mes  fort  grands,'  on  propose  de  trouver  en  des  termes  plus 
petits  des  rapports  aussi  approchés  quil  est  poçsible  de  celui-ci. 
'  On  réduira  donc  la  fraction  HHl  en  fraction  continue  par 
la  règle  donnée  dans  l'art.  4>  <JP^  est  la  même  que  celle  qui 
sert  à  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres 
donnés  :  on  aura 


52093086400 
8371G 


9684 


4  =  * 

2092û|7=:i8 
187881  , 

a684|i  => 
2141 


2141 


543 


2i4ij3=^ 
5i2  54311= 


Connaissant  ainsi  tous  les  quotiehs  *,/?,>,  etc.  on  en  for- 

A 
mera  aisément  la  série  —  >  etc.  de  la  manière  sûmnte  : 


4>   7. 


3, 


iS, 


i5,  . 


OÙ  Ton  voit  que  la  dernière  fraction  est  la  même  que  la  pro- 
posée. 

Pour  faciliter  la  formation  de  ces  frattions  /on  écrira  d'a- 
bord, 'comme  je  viens  de  le  faire  ,la  suite  des  quotiws  é^^Ty}, 
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etc.  et  on  placera  au-dessous  de  ces  coefliciens  les  fimctiof 
é^  i^^  ^^  etc.  qui  en  résultent. 

La  première  fraction  aura  toujours  pour  numérateur  b 
nombre  qui  est  au-dessus ,  et  pour  dénominateur  Tunité. 

La  seconde  aura  pour  numérateur  le  produit  du  nombre  ^ 
est  au-dessus ,  par  le  numérateur  de  la  première ,  plus  l'unké, 
et  pour  dénominateur  le  nombre  même  qui  est  au-dessus. 

La  troisième  aura  pour  numérateur  le  produit  du  nombre 
qui  est  au-dessus  par  le  numérateur  de  la  seconde,  pins 
celui  de  la  première;  et  de  même  pour  dénominateur,  le  pro- 
duit du  nombre  qui  est  au-dessus  par  le  dénominateur  de  la 
seconde,  plus  celui  de  la  première. 

Et  en  général  chaque  fraction  aura  pour  numérateur  le  pro- 
duit du  nombre  qui  est  au-dessus ,  par  le  numérateur  de  h 
fraction  précédente ,  plus  celui  de  Tavant-précédente  ;  et  poor 
dénominateur  le  produit  du  même  nombre  par  le  dénomioa' 
teur  de  la  fraction  précédente ,  plus  celui  de  Tayant-précé- 
dente. 

Ainsi  39  =  7.4+ 1,7  =  7,  33=  1.29  +  4,8  =  1.7+11 
128  =  3.33  +  39,  3i  =3.8  +  7,  ®*  ainsi  de  suite;  ce  qoi 
s'accorde  avec  les  formules  de  Fart.  10. 

Maintenant  on  voit  par  les  fractions  f ,  ^,  ^,  etc.  que 
rintercalation  la  plus  simple  est  celle  d'un  jour  dans  quatre 
années  conmiunes,  ce  qui  est  le  fondement  du  calendrier  Ju- 
lien  ;  mais  qu'on  approcherait  plus  de  l'exactitude  en  nlnter- 
calant  que  sept  jours  dans  l'espace  de  vingt-neuf  années  am- 
xnunes ,  ou  huit  dans  l'espace  de  trente-trois  ans ,  et  ainsi  de 
suite.   ... 

On  voit  de  plus,  que  comme  les  fractions  f ,  ^,  -^  sont  al-  ^ 
ternativement  plus  petites  et  plus  grandes  que  la  fraction  |||îj  " 

24*  X  .. 

ou  gfc  /o/  /  »  i  rintercalation  d'un  jour  sur  quatre  ans  sera  trop   < 

forte,  celle  de  sept  jours  sur  vingt-neuf  ans  trop  faible,  celle  ;  1 
de  huit  jours  sur  trente-trois  ans  trop  forte,  et  ainsi  de  suite;  j  , 


n 
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mais  chacune  de  ces  intercalations  sera  toujours  la  plus  exaqte 
qu'il  est  possible  dans  le  même  espace  de  temps. 

Or^  si  on  range  dans  deux  séries  particulières  les  fractions 
plus  petites  et  les  fractions  plus  grandes  que  la  fraction  don- 
née ,  on  y  pourra  encore  insérer  différentes  fractions  secon- 
daires pour  compléter  les  séries  ;  et  pour  cela  on  suivra  le 
même  procédé  que  ci-dessus ,  mais  en  prenant  successivement 
à  la  place  de  chaque  nombre  de  la  série  supérieure  «  tous  les 
nombres  entiers  moindres  que  ce  nombre   (lorsqu'il  y  en  a). 

Ainsi  ^  considérant  d*abord  les  fractions  croissantes 

1,1,       1,        i5. 

T>     8  >     39  j     694  >    ao9A9> 

on  voit  qu*à  cause  que  Tunité  est  au-dessu^  de  la  seconde ,  de 
la  troisième  et  de  la  quatrième ,  on  ne  pourra  placer  aucune 
fraction  intermédiaire ,  ni  entre  la  première  et  la  seconde,  ni 
entre  la  seconde  et  la  ttoisième ,  ni  entre  la  troisième  et  la 
quatrième  ;  mais  comme  la  dernière  fraction  a  au-dessus  d'elle 
le  nombre  i5,  on  pourra ,  entre  cette  fraction  et  la  précédente, 
placer  quatorze  fractions  intermédiaires ,  dont  les  numérateurs 
formeront  la  progression  arithmétique  â865  -f-  556g,  a865 
4-2.5569,  a865 -4-3.5569,  etc.  et  dont  les, dénominateurs 
formeront  la  progression  arithmétique  6^4  "h  ^^49 9  ^94  + 
a.i349»  6q4  +  3. 1349,  etc. 

Par  ce  moyen  la  suite  complète  des  fractions  croi83ante8 
sera 

A/M      13X      a^gS      iAJi4.      litee.l       i95y        ftSiAl       Soyie      3^*"  9 
1  *      Ji  *      39   >    T54  >    *o4.3>      33  d  A  >     ATJT  i     T090   >      743  9"  >      87  88   » 

Ai94.fl        47417        5*986        585SS        64ia4        .6g.Q93  75*6»        »o83i 

ioi37>      ii486>     ia835>      I4i84>     i5533'      1688a  >      7Î»3T>     i958o  1 

»o9s9* 

»  • 

Et  comme  la  dernière  fraction  est  la  même  que  la  fraction 
donnée,  il  est  clair  que  cette  série  ne  peut  pas  être  poussée 
plus  loin. 

De  là  on  voit  que  si  on  ne  veut  admettre  que  des  iqtercala- 
tions  qui  pèchent  par  excès  ^  les  plus  simples  et  les  plus  exsLO^ 
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tes  seront  toujours  celles  d'un  jour  sur  quatre  années,  oa 
huit  jours  sur  trente-trois  ans,   ou  de  trente-neuf  sur 
soixante-un  ans^  et  ainsi  de  suite. 

Considérons  maintenant  les  fractions  décroissante»  1^ 


3,      16,       1, 


ï 


et  d'abord ,  à  cause  du  nombre  7  qui  est  au-dessus  de  la  pn* 
mière  fraction ,  on  pourra  en  placer  six  autres  ayant  celle-ci, 
dont  les  numérateurs  formeront  la  progression  arithmélîqae 

4  +  1  >  3-4  +  ^  >  ^'4  +  1  ^  c^c  >  ®t  ^o'^^  l^s  dénominateun 
formeront  la  progression  1 ,  a ,  3 ,  etc.  ;  de  même ,-  à  cause  dn 
nombre  7 ,  on  pourra  placer  entre  la  première  et  la  seconde 
fraction  deux  fractions  intermédiaires  ;  et  entre  la  seconds  et 
la  troisième  on  en  pourra  placer  i5 ,  à  cause  du  nombre  16 fil 
est  aunlessus  de  la  troisième  ;  mais  entre  cellenci  et  la  dernière 
On  n'en  pourra  insérer  aucune ,  parceque  le  nombre  qui.  m 
trouve  au-dessus  de  celle-ci ,  est  l'unité. 

De  plus ,  il  faut  remarquer  que  comme  la  série  précédai 
n*est  pas  terminée  par  la  fraction  donnée ,  on  peut  encore  b 
continuer  aussi  loin  que  l'on  yeut>  comme  nous  l'ayons  fait  ynk 
dans  l'art.  18.  Ainsi  on  aura  cette  série  de  fractions  croissantoi. 
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lesquelles  sont  toutes  plus  petites  que. la  fraction  prpposée^  et 
en  approchent  plus  que  tontes  les  fractions  qui  seraient  con- 
çues en  termes  moins  simples. 

On  peut  conclure  de  là,  que  si  on  ne  voulait  avoir  égard 
qu'aux  intercalations  qui  pécheraient  par  défaut,  les  plus  sim- 
ples et  les  plus  exactes  seraient  celles  d'un  jour  sur  cinq  am, 
ou  de  deux  jours  sur  neuf  ans,  ou  de  trois  jours  sur  treiss 
ans  ^  etc. 


» 
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Dans  le  calendrier  grégorien  on  intercale  seulement  ijnàtre- 
vingt-dix'Sept  jours  dans  quatre  cents  années.  On  voit  par  la 
table  précédente  qu*on  approcherait  beaucoup  plus  de  l'exac**' 
titude  y  en  intercalant  cent  neuf  jours  en  quatre  cent  cinquante 
années. 

Mais  il  faut  remarquer  que  dans  la  réformatîon  grégorienne' 
on  s*est  servi  de  la  détermination  de  l'année  donnée  par  Cô^ 
pernic ,  laquelle  est  de  365^  5*  49'  flo*.  En  employant  cet  élé- 
ment, on  aurait,  au  lieu  de  la  fraction  mH,  celle-ci  |||ff,' 
ou  bien  f|f;  d'où  Ton  trouverait  par  la  méthode  précédente,' 
les  quotiens  4j  5,  8,  3,  et  delà  ces  fractions  prÎTic^a/e^  ' 

4,   8,    5,     3. 

à      31     JLiâ     5A2. 

qui  sont ,  à  Texception  des  deux  premières ,  assez  différentes 
de  celles  que  iious' avons  trouvées  ci-dessus.  Cependant 'on  ne 
trouve  pas  parmi  ces  fractions  la  fraction  ^  adoptée  dans  le^ 
Calendrier  grégorien  ;  et  cette  fraction  ne  peut  pas  même  se- 
trouver  parmi  les  fractions  intermédiaires  qu'on  pourrait  insé- 
Ter  dans  les  deux  séries  f,  ^y  et^,  4fîî  car  il  est  clair 
^*elle  ne  pourrait  tomber  qu'entre  ces  deux  dernières  frac- 
tions,  entre  lesquelles,  à  cause  du  nombre  3  qui  est  au-dessus 
de  la  fraction'^,  il  peut  tomber  deux  fractions  intermédiai- 
res^ qui  seront  ^  et  ^;  d'où  l'on  Voit  qu'on  aurait  approché 
plus  de  l'exactitude,  si  dans  la  réformation  grégorienne  on 
avait  prescrit  de  n*intercaler'que  quatre-vingt-dix  jours  dans 
l'espace  de  trois  cent  soixante  et  onze  ans. 

Si  on  réduit  la  fraction  ^  à  avoir  pour  numérateur  le  nom- 
bre 86400 ,  elle  deviendra  îlHl,  ce  qui  supposerait  Tannée 
tropique  de  3S&*  5*  49^  12". 

Dans  ce  cas,  l'interpolation  grégorienne  serait  tout-i-fait 
exacte',mais comme lesobservationsdôhnent  Tannée  plus  courte 
de  plus  de  ao^ ,  il  est  clair  qu'il  faudra  nécessairement ,  au 
bout  d'un  certain  espace  de  temps,  introduire  uâe  nouvelle 
iaterc^ktion,  "  ' 
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Si  on  voulait  8*en  tenir  à  la  détermination  de  M.  de  k 
Caille  y  comme  le  dénominateur  97  de  la  fraction  ^^  se  troufi 
entre  les  dénominateurs  de  la  cinquième  et  de  la  sixième  des 
fractions  principales  trouvées  ci-devant,  il  s'ensuit,  de  ceqne 
nous  avons  démontré  {art.  i4)  >  <ine  la  fraction  -^  appro- 
cherait plus  de  la  vérité  que  la  fraction  ^  ;  au  reste ,  comme 
les  astronomes  sont  encore  partagés  sur  la  véritable  longueur 
de  l'année,  nous  nous  abstiendrons  de  prononcer  sur  ce  sujet; 
aussi  n'avon»-nous  eu  d'autre  objet  dans  les  détails  que  nous 
venons  de  donner,  que  de  faciliter  les  moyens  de  se  mettre  an 
fait  des  fractions  continues  et  de  leurs  usages  ;  dans  cette  vuei 
nous  ajouterons  encore  l'exemple  suivant. 

Exemple    II. 

SI.  Nous  avons  déjà  donné  (art.  8)  la  fraction  continu 
qui  exprime  le  rapport  de  la  circonférence  du  cercle  an  dia- 
mètre ,  en  tant  qu'elle  résulte  de  la  fraction  de  Ludolph;  aîn 
il  n'y  aura  qu'à  calculer ,  de  la  manière  enseignée  dans  l'exem- 
ple précédent,  la  série  des  fractions  convergentes  vers  ce  mena 
rapport,  laquelle  sera 
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Ces  fractions  seront  donc  alternativement  plus  petites  et  plus 
grandes  que  la  yraie  raison  de  la  circonférence  au  diamètre , 
c'est-à-dire  que  la  première  f  sera  plus  petite ,  la  seconde  -^plus 
grande  ^  et  ainsi  de  suite  ;  et  chacune  d'elles  approchera  plus 
de  la  vérité  que  ne  pourrait  faire  toute  autre  fraction  qui  serait 
exprimée  en  termes  plus  simples ,  ou  /  en  général ,  qui  aurait 
un  dénominateur  moindre  que  le  dénominateur  de  la  fraciion 
«oivante^  desorte  que  Ton  peut  assurer  que  la  fraction  2.  ap- 
proche plus  de  la  vérité  que  ne  peut  faire  aucune  autre  frac- 
tion dont  le  dénominateur  serait  moindre  que  7  ^  de  même  la 
fraction  ^  approchera  plus  de  la  vérité  que  toute  autre  frac- 
tion dont  le  dénominateur  serait  moindre  que  106^  et  ainsi 
4esi  autres. 

Quant  à  l'erreur  de  chaque  fraction ,  elle  sera  toujours  moin- 
dre que  l'unité  divisée  par  le  produit  du  dénominateur  de  cette 
fraction  par  celui  de  la  fraction  suivante.  Ainsi  l'erreur  de 
la  fraction  ^  sera  naoindre  que  },  celle  de  la  fraction  ^  sera 
moindre  que  77x05  >  ®*  ^^  ^®  suite.  Mais  en  même  temps 
l'erreur  de  chaque  fraction  sera  plus  grande  que  l'unité  divisée 
par  le  produit  du  dénominateur  dé  cette  fraction  ^  par  la  somme 
de  ce  dénominateur^  et  du  dénominateur  de  la  fraction  sui- 
vante y  desorte  que  l'erreur  de  la  firaction  f  sera  plus  grande 
que  y,  celle  de  la  fraction ^  plus  grande  que 77773,  et  ainsi 
de  suite,  {art.  i4)« 

âii  q^  voirait  maintenaat  sépara  les  fractions  plus  petites 


5a6  additions; 

que  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre ,  d'avec  les  pis 
grandes,  on  pourrait ,  en  insérant  les  fractions  intermédiam 
conyenal}Ies  ^  former  deux  suites  de  fractions ,  les  unes  crob* 
santés  et  les  autres  décroissantes  vers  le  yrai  rapport  dont  3 
i*agit  ;  on  aurait  de  cette  manière 

Fractions  plus  petites  que  ^~^. 
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Chaque  fraction  de  la  première  série  approche  plus  de  k. 
vérité  que  ne  peut  faire  aucune  autre  firaction  exprimée  en_ 
termes  plus  simples ,  et  qui  pécherait  aussi  par  défaut  ;  et  cluH 
que  fraction  de  la  seconde  série  approche  aussi  plus  de  la  yé- 
rité  que  ne  peut  faire  aucune  autre  fraction  exprimée  en  ter- 
mes plus  simples  et  péchant  par  excès. 

Au  reste  ces  séries  deviendraient  fort  prolixes,  siolii  vouliit^ 
les  pousser  aussi  loin  que  nous  avons  fait  celle  des  fractioiu 
principales  donnée  ci-dessus.  Les  bornes  de  cet  Ouvrage  ne 
nous  permettent  pas  de  les  insérer  ici  dans  toute  leur  étendue; 
mais  on  peut  les  trouver  au  besoin  dans  le  chap.  XI  de  l'Algèbre 
de  Wallis,  (^Opemm  Mathemat.  vol.  II.) 

Remarque, 

22.  La  première  solution  de  ce  problême  a  été  donnée  j^ 
ff^allis,  dan»  un  petit  Traité  qu'il  a  joint  aux  (Sui^res  poi- 


\ 
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tfiùmés  à^Sorrdcius ,  et  on  la  retnnive  dans  l-ettârôit  cité  dé  soA 

Algèbre  ;  mais  la  méthode  de  cet  auteur  est  indirecte  et  fort 

laborieuse.  Celle  que  nous  venons  dé  donner  est  due  à  Huy^ 

ghens\  et  on  doit  la  regarder  comme  une  des  principales  dédou- 

ver.tes  dé  ce  grand  géomètre.  La  construction  de  son  automate 

planétaire  paraît  en  avoir  été  Toccasion.  En  effet,  il  est  clair 

que  potir  pouvoir  réprésenter  exactement  les  moùvemens  et  les 

périodes  des  planètes,  il  faudrait  employer  des  roues  où  lés 

nombres  des  dents  fussent  précisément  dans  les  mêmes  rapports 

que  les  périodes  dont  il  s*agit  ;  mais  comme  on  ne  peut  pas 

multiplier  les  dents  au-delà  d'une  certaine  limite  dépendante 

de  la  grandeur  de  la  roue ,  et  que  d'ailleurs  les  périodes  des 

planètes  sont  incommensurables,  où  du  moins  ne  peuvent  être 

i-eprésentées  avec  une  certaine  exactitude  que  par  de  très- 

grandà  nombres  ,  on  est  obligé  de  se  contenter  d'un  à-peu-près , 

tet  la  difficulté  se  réduit  à  trouver  des  rapports  exprimés  en  plus 

petits  nombreis ,  qui  approchent  autant  qu'il  est  possible  de  la 

Vérité  ,  et  plus  que  ne  pourraient  faire  d'autres  rapports  quel- 

bonques  qui  ne  seraient  pas  conçus  en  termes  plus  grands. 

^  ■  •  •  -       »  •       ^'  ' 
Huyghens  irésoiit  cette  question  par  le   moyen  des  frac-. 

tions  continues ,  comme  nous  l'avons  fait  ci-dessus  ;  il  donné 
la  manière  de  former  ces  fractions  par  des  divisions  conti- 
nuelles ,  et  il  démontre  ensuite  les  principales  propriétés  des 
fractions  convergentes  qui  en  résultent ,  sans  oublier  même  les 
tractions  intermédiaires.  Voyez  ,  dans  ses  Opéra  posthuma ,  le 
Traité  intitulé  :  Descriptio  automati  planetarii. 

D'autres  grands  géomètres  Ont  ensuite  considéré  les  fractions 
continues  d'une  nianière  plus  générale.  On  trouve  surtout  dans 
tes  commentaires  de  Pétersbourg,  (tom.  IX  et  XI  des  an- 
ciens, et  tom.  iX  et  XI  des  nouveaux),  des  Mémoires  de 
Euler  remplis  des  recherches  les  plus  sages  et  les  plus  in- 
génieuses sur  ce  sujet;  mais  la  théorie  de  ces  fractions,  envisa- 
gée du  côté  arithmétique  qui  en  est  le  plus  intéressant,  n'avait 
jpas  encore  été ,  ce  tne  semble ,  autant  cidtivée  qu'elle  le  mé*^ 
â.  X 
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ritait  ;  c  est  ce  qui  m*a  engagé  à  en  composer  ce  petit  IVaité» 
pour  la  rendre  familière  aux  géomètres.  Voyez  ausà  les  Ué- 
moires  de  Berlin  pour  les  années  1767  et  1768. 

Au  reste  cette  théorie  est  d*un  usage  très^tendu  dans  toott 
l'arithmétique  ^  et  il  y  a  peu  de  problèmes  de  cette  science  ^  au 
moins  parmi  ceux  pour  lesquels  les  règles  ordinaires  ne  suffi- 
sent pas,  qui  n'en  dépendent  directement  ou  indirectement 
M.  Jean  Bernoulli  vient  d'en  faire  une  application  heureuse  et 
utile  dans  une  nouvelle  espèce  de  calcul  qu'il  a  imaginé  pour 
faciliter  la  construction  des  tables  de  parties  prc^ortionjielles. 
Voyez  le  tome  I  de  son  Recueil  pour  les  astronomes. 
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PARAGRAPHE   IL 

E 

j-  Méthodes  pour  déterminer  les  nombres  entiers 
E  ijui  donnent  les  minima  des  formules  indé^ 
s      terminées  à  deux  inconnues. 

JLiES  qm^stions  dont  nous  allons  nous  Occuper  >  et  pour  les-» 
quelles  nous  allons  donner  des  méthodes  directes  et  générales^ 
sont  d'un  genre  entièrenaent  nouveau  dans  l'analyse  indéter-^ 
mmée.  On  n'avait  point  encore  appliqué  cette  analyse  aux 
problèmes  de  maximîs  et  minimis ,  nous  nous  proposons  ici 
de  déterminer  les  minima  des  fractions  rationnelles  ^  entières 
et  homogènes  à  deux  inconnues ,  lorsque  ces  inconnues  doi- 
vent être  des  nombres  entiers.  Cette  recherche  nous  conduira 
encore  à  la  théorie  des  fractions  continuas  ^  et  servira  à  don^, 
ner  à  cette  théorie  de  nouveaux  degrés  de  perfection. 

« 

PROBLEME    I. 

â3.  Etant  donnée  une  quantité  posiitive  a,  et  supposant  qu9 
y  et  z  ne  puissent  être  que  des  nombres  entiers  positifs  et  pre-* 
m^iejs  entre  eux ,  on  demandé  de  trouver  les  valeurs  de  ces 
nombres  qui  rendront  la  formule  y  —  az  zi7t  minimum  (ai- 
straction  faite  du  signe) ,  relativement  à  tous  les  nombres  plus 
petits  qu'où  pourrait  substituer  pour  y  et  z. 

Soient  p  et  q  des  nombres  entiers  et  premiers  entre  eux^ 
qui ,  étant  substitués  pour  y  et  a  dans  la  formule  y  —  az,  la 
rendent  plus  petite  que  ai  9n  y  substituait  d'autres  nombres 
moindres  que  p  et  q.  Donc  prenant  pour  r  et  ^  des  nombres 
quelconques  entiers-positifs  et  premiers  entre  eux,  mais  moin- 
dres que  p  et  9,  ïl  faudra  qi^e  la  valeur  4e  p — açsoitmoin*^ 
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dre  que  celle  àer — as ,  abstractioa  faite  des  signes  de  cël 
quantités ,  c'est-à-dire ,  en  les  prenant  Tune  et  Tautre  posîtp 
vement.  Prenons  r  et  5  tels  que  l'on  ait  ps  —  qr=zzt:  1 ,  le 
signe  supérieur  ayant  lieu  lorsque  p  ~^  aq  sera  positif  ,  et  Fin- 
férieur,  lorsque  p  —  aq  sera  négatif.  (Nous  verrons,  dans  nu 
Moment ,  qu'il  ebt  toujours  possible  de  trouver  des  nombres 
qui  satisfassent  à  cette  condition).  Je  vais  prouver  que  tons  les 
autres  nombres  moindres  que  p  et  q ,  qu'on  substituerait  pour 
y  et  z ,  rendraient  la  formule  j^  —  az  (abstraction  faite  da 
signe)  plus  grande  que  p — aq  et  que  r — as. 

En  effet,  il  est  clair  qu'on  peut  supposer  en  général 

^  =  pf  +  m,  a  =  </f-f-.îa> 

^  et  u  étant  deux  inconnues;  or  par  la  résolution  de  ceséqiift- 

jtions^  on  a 

ps — qr  qr-^-ps 

donc,  àcause  de  j:?^  — (jfr=±  1,  ^ 

* 

f  =  ±1  (jy  — rz),  uz=±.(^qy—pz); 

d'où  l'on  voit  que  ^  et  u  seront  toujours  des  nombres  entierii 
puisque  p ,  q ,  r,  s  et  y ,  z  sont  supposés  entiers. 

Donc  ^  et  u  étant  des  nombres  entiers ,   et  p,  q,  r,s  dé 
nombres  entiers  positifs ,  il  est  clair  que  pour  que  les  valeurs  I 
de^  et  ;&  soient  moindres  que  celles  de  p  et  ç ,  il  faudra  néces- 
sairement que  les  nombres  t  et  u  soient  des  signes  dilFérens. 

Maintenant  je  remarque  que  la  valeur  de  r — as  sera  aussi 
de  différent  signe  que  celle  de  p  —  aq;  car  faisant 

p  —  aq=zP^    r — as=R, 
on  aura 

P  —  nJ^^     '"  _i_^ 

'-r=a  -f — ,     ==a-l : 

H  9     -y         ^*i 


donnQ 
4ôno 
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q       S  '  qs* 

q       s  qs* 


done ,  puisqu'on  suppose  que  Iç  signe  ambigu  soit  pris  confor- 
mément à  celui  de  la  quantité  p^^^  aq  ou  pj.  Il  f«iudraque  la 

P       R 

quantité  -^  —  —  soit  positive ,  si  P  est  positif,  et  négative,  si  P 

est  négatif;  or ,  comn^e  ^.est  <^q  ^  et  que  R  est  plus  grand  que 

jP,  (hyp.^ ,  il  est  clair  que  ^  sera  à  plus  forte  raison  plus  grand 

p                                                                   ^'         p      R 
qne  — ,  (  ab^action  faite  du  signe)  ;  donc  la  quantité 

sera  toujours  de  signe  différent  de  —^  c'est-à-dire  àeR,  puisque 

s  est  positif;  donc  P  et  jR  seront  nécessairement  de  signes 
différens.. 

Cela  posé ,  on  aura  en  substituant  les.  valeurs  ci-dessus  dô 
y  Gt  z, 

y-'^azzrzÇ^p — aqf)i  +  (r  — ûw)  i*  =  jP^+ /îa; 

or ,  t  et  u  étant  de  signes  différens  ,  aussi  bien  que  P  et  R ,  il 
est  clair  que  Pt  et  Ru  serent  des  quantités  de  mêmes  signes  ; 
donc  puisque  i  et  u  sont  d'ailleurs  des  nombres  entiers ,  il  est 
visible  que  la  valeur  à^  y-^az  sera  toujours  plus  grande  qne 
P  et  que  R,  c*^est-à-dire  que  les  valeurs  de-  p-^^aq  et  de 
r  —  as ,  abstraction  faite  des  signes. 

Mais  il  reste  maintenant  à  savoir  si  les  nombres  p  et  ^  étant 
donnés ,  on  peut  toujours  trouver  des  nombres  r  et  s  moindres 
que  ceux-là ,  et  tels  que  •    '  ' 

ps'-^qv^dtii, 
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les  signes  ambigus  étant  à  volonté  ;  or ,  cela  suit  éyidetnmentâi 
la  théorie  des  fractions  continues  ;  mais  on  peut  aussi  le  démon- 
trer directement  et  indépendamment  de  cette  théorie.  Car  k 
difEculté  se  réduit  à  prouver  qu'il  existe  nécessairement  un 
nombre  entier  positif  et  moindre  que  p ,  lequel  étant  pris  pour 
r ,  rendra  qfrit:  i  divisible  par  p  ;  or  supposons  qu*on  substitue 
successivement  à  la  place  de  r  les  nombres  naturels  i,a,5,  etc< 
jusqu'à  p  ,  et  qu'on  divise  les  nombres  </=!:;  i ,  â^  ih  i, 
Zq  ±1 ,  etc.  p</  H;:  1  par  p,  on  aura  p  restes  moindres  qi» 
p,  qui  seront  nécessairement  tous  difterens  les  uns  des  autres; 
car  si ,  par  exemple  ^mqdtietnq^i^  (m  et  n  étant  des 
nombres  entiers  diiférens  qui  ne  surpassent  pas  py,  étant  di^ 
TÎsés  par  p ,  donnaient  un  même  reste ,  il  est  clair  que  leur  dif- 
férence ,  (m  —  » ) ^ ,  devrait  être  divisible  par  p  ;  or  c'est  ce 
qui  ne  se  pe^t,  à  cause  que  q  est  premier  avecp,  et  que  i»— » 
est  un  nombre  moindre  que  p.  Donc  puisque  tous  les  restes 
dont  il  s'agit ,  sont  des  nombres  entiers  positifs  moindres  que  p 
et  diiférens  entre  eux ,  et  que  ces  restes  sont  au  noinbre  de  p^ 
il  est  clair  qu'il  faudra  nécessairement  que  le  zéro  se  trouve 
parmi  ces  restes,  et  conséquemment  qu'il  y  ait  un  desQombrei 
q  ±  i  y  Qq ±  i ,  5q ±.1 ,  etc.  pq±i^  qui  soit  divisible  parp; 
or  il  est  clair  que  ce  ne  peut  être  le  dernier;  ainsi  il  y  aura 
fiurement  une  valeur  de  r  moindre  que  p,  laquelle  rendra  Yq^  \ 
divisible  par  p  ;  et  il  est  clair  en  même  temps  que  le  quotient 
sera  moindre  que  q\  donc  il  y  aura  toujours  une  valeur  entière 
et  positive  de  r  moindre  que  p ,  et  une  autre  valeur  pareille 
de  s  et  moindre  que  q ,  lesquelles  satisferont  à  l'équation 

5  =  ^        "'^    ou   p^— ^^r=r±:i, 

â4*  On  voit  parla  que  les  nombres  r  et  s  sontparni  lu 
nombres  moindres  que  p  et  q  ^  ceux  qui  reQâent  la  formule 
y  —  az  la  plus  petite. 

Nous  dénoterons  pour  plu?  ^e  «mpUcité  les  nombres  r^^ 


\ 
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par  p'  et  q^  ;  on  aura  ainsi  la  condition 

pq'  —  qp'—±'i'y 

et  les  quantités  p-^aq  ,p^  -^-^aq^  seront  les  deux  minima  con- 
sécutifs dans  la  série  des  valeurs  de^  —  az,  en  prenant  pour 
V  et  z  tous  les  nombres  qui  ne  surpassent  pas  pet  q  :  ces  mi- 
nima  seront  de  signes  contraire»  »  et  le  second  immédiatement 
plus  grand  que  le  premier. 

Il  est  clair  qu'on  peut  trouver  de  même  .deux  autres  nom- 
bres p"  et  ^"  moindres  que  p^  et  q^ ,  et  qui  aient  avec  ceux-eî 
la  même  relation  que  p^  et  q^  ont  avec  p  et  q.  Ainsi  ^  comm» 
p>  .^  aq^  est  de  signe  contraire  kap  —  aç  »  il  faudra  faira 

PY'— 9^p"  =  rpi; 

et  la  quantité  p"  —  cqf"  sera  de  signe  contraire  à  p*  —  aq^ 
et  plus  grande  que  celle-ci^  mais  en  même  temps  elle  sera 
plus  petite  que  toute  autre  valeur  dey  —  az  tant  que  j^  et  z 
seront  moindres  que  p*  et  </'.  En  continuant  îe  même  raison- 
nement, on  trouvera  encore  des  nombres  p"*,  ç"*  moindre» 
quep",  q^\  tels  que 

pi>ç»îi  —  q^yii  =  ±i  1 , 

et  qui  rendront  la  quantité  p''"  —  a^'"  du  signe  contraire  a 
pit  —  aqtx  et  plus  grande  que  p"  —  a^'*>  niais  moindre  que 
si  on  prenait  pourp"'  et  ç»"  d'autres  nombres  moindres  que 
p"  et  ^" ,  et  ainsi  de  suite. 

On  aura  de  cette  manière  deux  suites  de  nombres  entiers 
décroissans  p ,  pSP^'>P"'>  etc.  ,</,  q\  fl^S  9"' >  ^^c,  tela 
que 

p     flt    —9     pi    =±11 

pi    qxi  ^qi   pix  =rpi 

p"  q"t  ^ ^11  put  =  it  1 ,  etc.  ^ 

4 
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çt  qui  donAeront  la  suite  des  minima 

p*     —  aq^ 

piii  —  o^ui^  etc., 

de  la  formule  ^  —  ûz  ;  ces  minima  seront  successtvement  da 
signes  difFérens ,  et  formeront  une  suite  croissante,  telle  qoQ 
chaque  terme ,  comme  pV*  —  aq^\  sera  un  minimum  relative-, 
n^ent  aux  valeurs  dey  et  2;  pioindres  qye  p\  et  (/'. 

D'où  il  s*ensuit  que  les  termes  correspondans  des  deux  sé- 
ries p  y  p^  y  p'* ,  etc  ,  9 ,  9%  (/** ,  etc. ,  ont  des  propriétés  ana.- 
logues  ,  et  résolvent  le  problème  proposé. 

Il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  trouver  les  deux  séries^. 

Pour  cela  je  remarque  1°.  qu'en  ajoutanjt  ensemble  Ici 
équations 

pq'  —  qp'=±i,    piç"  — 9<p"  =  qriv 

(p  -  p'')q'—iq  —  9")p'  —  o, 

savoir 

<7'(P— p")=p'(9  — 9"); 

donc  puisque  cette  équation  doit  subsister  en  nombres  entier?^ 
et  que  p' ,  q^  sont  premiers  entre  eux  en  vertu  de  l'équation' 

pq'—qp'—^iy 

il  faudra  que  p—p^^  soit  divisible  par  p\;  ainsi  nommant  At 
le  quotient  de  cette  division ,  on  aura 

P—P''=yp'>   P=l^P'+P''\ 
alors  l'équation  deviendra 

M'=q—q\ 


A  D  D  :  T  I  a  N  t^'  \  Çflj 

te  qui  donne  de  même 

On  trouvera  de  la  même  manière  en  ajoutant  eniemble  h^ 
leiu^  équations 

pi^it  _  qipu  —  qp  ipiTçui  _  çiîptît  =  d:  1  ^. 
^t  faisant  des  raisonnemens  semblables , 

li}  étant  un  nombre  entier,  et  ainsi  de  suite. 
Donc  la  loi  des  deux  séries  dont  il  s*agit^  sera, 

P     =^     P'    +P^'      9     =/^     g'   +?*' 

p"    =^^    p»»  +p'"      ly'     =^«    q^u^^ui 
p»»=/tA»"p»^  4.p^  iy">=r/EA"»^»^  -|rÇ^,    etc.. 

les  nombres  /t^,  /t^*,  /t^*',  etc. ,  étant  tous  entiers  positifs  ^  et  îea^ 
nombres  p ,  p* ,  p" ,  p*" ,  etc. ,  g ,  q^,  ç/* ,  çf*** ,  etc. ,  formant 
^eux  séries  continuellement  décroissantes. 

On  voit  par  cett€  loi  qu'il  suf&ra  de  conn^tre  les  nombres 
H-  i  y-^  >  h^\  etc. ,  pour  pouvoir  trouver  tous  les  termes  dçs 
4eux  séries ,  lorsqu'on  en  connaîtra  les  deux  derniers, 

La  substitution  des  valeurs  précédentes  donne 

p     — ,aq     =fjL     (p«  — aq^    )+P"  ^^aq^^ 
px    — açi    z=:/xî    (p"  — aq''  )  +  p^^^ -- aq^^^ 
pti   —aq''  =/tA"  (p"'  — a^«") +  p»^  — aqf*' 
pi.ii--aqfui=:^m(piv  «.fl^iy  ) +pT    —c^^^i 

ftÇr 


B5o  additions; 

d'où  Ton  tire  I  ti 

^  p« — aç'  p'  —  o^* 

^     ~p"  — oç"^  p"  — a</"  |(/ 

'^     ~p»"  — a9»"^p"*— ofl*^* 

etc. 

On  a  vu  plus  haut  que  les  quantités  p— 'O^,  p*— aç*, 

p"  —  tf^"  ^  etc. ,  forment  une  suite  de  termes  qui  vont  en 

augmentant^  et  qui  sont  alternativement  positif»  et  négatifs  ;  d'oà 

•1      -^  1      r     ^       p  —  aq  p^  —  aq^  p^^  -^  aq^^   ^ 

û  suit  que  les  fractions'^- — ' — ^ /■■>>■  ■>■■■/  .%>■■  ■ -■  4^  etc. 
^  p*  —  aq^  p^^  —  €iq^^  p^^^  —  oç*"' 

ont  toutes  des  valeurs  négatives  et  moindres  que  Fimité  ^  et 

€m  au  contraire  les  fractions  — ^- — ~-  »  --^ — ^ — —r»  ©te.  sont 
^  pî  —  aqr»  *  p^^-^aq'^  * 

toutes  positives  et  plus  grandes  que  Tunité.  Ainsi  comme  les 

valeurs  des  premières  dont  renfermées  entre  les  limites  o  et— i, 

on  pourra  substituer  ces  limites  à  leur  place  ;  ce  qui  donnez^ 

^  aq^^  —  p"  ^  flfl''  —  p** 


•^     ^    -" — û^"  ^  p"  —  a^" 

r»^    .i-.  n»v  /^/ttv    ^  Tti^ 


^n  <°?"  -P"  >'^?"  ~r  ^x,  etc. 

Il  est  clair  que  ces  limites  suffiront  pour  déterminer  les  nom- 
bres /it,  y^  ^  fjL^^ ,  etc.  puisqu'on  sait  que  ces  nombres  doivent 
être  tous  entiers.  Par  ce  moyen ,  la  détermination  de  fjt,  ne  dé- 
pendra que  des  quatre  termes  p* ,  p",  q^ ,  q^\  celle  de  ft*  ne 
dépendra  que  de  p"  ,  p*** ,  ^" ,  q^^^ ,  et  ainsi  de  suite*,  parcon- 
séquent,  en  connaissant  les  valeurs  dep\  p",  et  q^ ,  ^",  on 
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'troi)yera  d'abord  (jl  |  ensuite  on  aura  p  et  q  par  les  formule^ 
p  =  ^p*  +p** ,  fl  =  ftc;'  +  9"  données  ci--des8us. 

De  même^  en  connaissant  seulement  les  termes  p^,  p*"  , 

4y"  ,  ^*" ,  on  trouvera  d'abord  //t*  par  la  condition  de , 

oriiii  —  plu       aa^it  —  piit 
x^t  <  --^; ^^ —  >  --T- 1-«    ensmte  on  aura  p%  o'  par 

les  formules  p*  =  jt^'p"  +  p"'  fl'  =  fx"^*»  +  9*"  ;  de  là  on 
trouvera  (i ,  et  enfin  p  et  f ,  et  ainsi  de  suite. 

D'où  l'on  peut  conclure  qu'il  sul&ra  de  connaître  les  deux 
derniers  termes  de  chacune  des  deux  séries  correspondantes  pj, 
pSp">  P"*>  etc.  q ,  q\  q^\  ^"',etc,pour  pouvoir  remon- 
ter de  là  sucessivement  à  tous  les  autres  tenues ,  et  connaîtra 
les  deux  séries  entières. 

Ce  problème  est  donc  réduit  maintenant  à  trouver  les  deux 
derniers  termes  de  ces  séries. 

Pour  cela  je  remarque  que ,  par  leur  nature ,  elles  doivent  se 
terminer  Vune  et  l'autre  à  zéro;  car  les  formulesp  =  ^p*+p'*, 
p'  =  ^*p»'-f-pï*',  etc.,  font  voir  que  fc  est  le  quotient  et  p" 
le  reste  de  la  division  de  p  par  p*  ;  que  [4,^  est  le  quotient  et 
p"^  le  reste  de  la  division  de  p*'  par  p' ,  et  ainsi  de  suite,  de 
manière  que  p",  p*",  etc.  sont  les  restes  que  l'on  trouve  en 
cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  nombres^ 
p  et  p^  qui  sont  supposés  premiers  entre  eux  ;  parconséquent  on 
doit  nécessairement  parvenir  à  un  reste  nul.  On  doit  dire  la 
même  chose  des  nombres  ç" ,  ç*" ,  etc.  qui  ne  sont  que  les  dif- 
férens  restes  qui  résulteraient  de  la  recherche  du  commui]^ 
diviseur  de  q  etq^ 

Supposons  que  la  série  ç,  q^,  ^",  etc.  se  termine  avant  sa 
correspondante  p ,  p> ,  p",  etc. ,  et  soit ,  par  exemple',  <jf'^  =  0  ; 
donc  l'équation 

p»Yv_^uipiY__i 

1  ç  réduira  à 
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d'où ,  à  cause  que  ç*»*  etp*^  ne  peuvent  être  que  4emoi9l>m 
fintiers  positifs  ^^  il  suit  que 


illl  — ^  m  nlV 


9'"  =  l,  f'  =  ll 

ainsi  les  deux  quantités 

deviendront  p"*  —  a  et  i .  Maïs  nous  avons  vu  que  ces  quan« 
tités  doivent  être  de  signes  différens ,  et  qu'abstraction  feite 
des  signes ,  la  seconde  doit  être  plus  grande  que  la  première,^ 
ces  quantités  étant  deux  termes  consécutifs  de  la  série  des 
minima;  donc  il  faudra  que  a— p*"  >  o  et  <  i  ;  parconsé* 
quent  p"*  <  a  et  >  a  —  i .  . 

Ainsi  p"*  sera  connu,  parceque  devant  être  un  nombre 
entier,  il  ne  pourra  être  que  le  nombre  entier  qui  tombera 
entre  a  et  a  f-r  i . 

Donc  en  général  dans  le  eas  dont  il  s^agit ,  les  déuxdemiew 
termes  de  la  série  </,</*,</",  etc.  seront  i ,  o  ;  et  les  corresr 
pondans  de  la  série  p,  p* ,  p",  etc.  seront  at,  i  ,  en  dénotant 
par  fit  le  nombre  entier  qui  tombe  entre  a  et  a  —  i . 

Supposons  maintenant  que  ce  soit  la  série  p ,  p' ,  p"  ,  etç^ 
qui  se  termine  la  première,  et  soit p^^,  par  exemple,=  Q; 
^lors  réquation 

p"yv^^nyv__i 
devenant 

p^yv^q-i, 

donnera  par  la  raison  que   p*"  et  q^"  doivent  être  entier! 
positifs, 

p-  =  i,   9»v^i. 

desorte  que  les  deux  quantités  p"*  —  a</*" ,  p*^  —  c</*^  qui. doi- 
vent être  de  signe  contvaii^e^  et  la  seconde  plus  grande  que  k 
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pfemière,  deviendront  i  —  oq"*  —  a\  d*où  il  suit  qu'il  faudra 

que  1  — ^^*"  >  o  et  <^a;  ce  qui  donne  qf"*  <  -,  etparcon- 

1       1 
séquent  9^"  <-  > 1  i  c'est-à-dire  que  ç*"  devra  être  le 

nombre  entier  qui  tombera  entre  -  et  -—  !• 

^  a      a        ^ 

Donc ,  en  général ,  dans  ce  second  cas ,  les  derniers  termes  de 
la  série/? ,  p*,  p" ,  etc.  seront  1 ,  o  ;  et  les  correspondans  dana 
la  série  9,  9* ,  (jf" ,  etc. ,  seront  jS ,  1 ,  en  dénotant  par  ^  le 

nombre  entier  qui  tombera  entre  -  et  -  -—  1  • 

^  a      a 

On  voit  par  là  que  le  premier  cas  aura  lieu  lorsque  a  est  un 

nombre  plus  grand  que  Twiité,  et  que  le  second  aura , lieu  lors- 
que a  sera  moindre  que  Tunité. 

Connaissant  ainsi  les  deux  derniers  termes  correspondans 
des  séries  p,  p\  p" ,  etc.,  q,  q\  </'S  etc.,  on  poitrra,  par 
les  formules  données'  plus  haut ,  trouver  successivement ,  en 
remontant,  tous  les  termes  de  ces  séries  qui  résolvent  1er  pro^ 
blême  proposé.  -  .  [  -,    . 

f25.  Il  est  plus  commode  dç  considérer  des.^ép,es  à  rebours, 
en  commençant  par  les  derniers  termes.  Aitisi  nous  avons  deux 
séries  croissantes  que  nous  représenterons  pour  plus  de.com-- 
modité  de  cette  manière  : 

P%  PS  P".P"S  etc..  •  q\  q\  q^\  (/»',  etc. 

.    ..     ,  ■     ^ 

et  pour  lesquelles  nous  avons  les  déterminations  sidrantes  : 
iSi  a  >>  1 , 

■  f 

p<>  =  i,  p'<;a>a  — 1,   9*=o,   9*==l,     ' 

i  -  1  ....  M^ 

Si  a<  1 ,  ^"  -!-         -'     --'  •- 
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ensuite 

piii—^ii  pli   ^.pi,  9»»=^"  9" +9" 

etc.  etc. 

4Bt  pour  la  détermination  de  /x* ,  /t^'' ,  /x*" ,  etc.  les  conditions  j 

..  <r.-°'?'>^r.°?'^i 

r     ^^  oçi"_pui  •^  ^iii — piii 

îl  est  bon  de  remai'quer  encore  que  le  second  cas  rentre  dans  r 
le  premier.  Car ,  en  supposant  dans  les  formules  du  premier W 
cas  a  ^  1  ^  on  aura  nécessairement 

do  n 

p«=i,  p»  =  o,  9^  =  o,  9«  =  i, 
et  de  là 

desorte  qu*îoi  p* ,  p"  et  9* ,  9"  seront  ce  que  seraient  p^  ,p\ 
9°,  9',  dans  les  formules  du  second  cas;  et  les  termes  sui- 
vans  serppt  parconaéquent  les  mêmes  dans  les  deux  ca&. 

On  peut  donc  établir  en  général,  quel  que  soit  le  nombre 
a -y  les  déterminations  suivantes, 

p*»    =  1  9*   =  o 

f>'    =^  9*    =?i 

>"=/^'  p^    +1      9"=/.' 

p>»=/x"  p"   +p"      q''' =  fi'' q''  4-9»    . 

n»^±;^'V"+P"     9*^  =::iW."Y"+9"^ 

„    ■     .    -  ^  ^  ■  •• 

fetc.  etc* 
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ite 

•  ^     ^^  «.11      ^^11 

p    — OCj 

etc. 

gne  «^  dénote  le  nombre  entier  qui  est  immédiatement 
e  que  la  valeur  de  la  quantité  placée  aprè^  ce  signe. 

rouvera  ainsi  successiyement  toutes  les  valeurs  de  p  et 
ourront  satisfaire  au  problème ,  ces  valeurs  ae  pouvant 
e  les  termes  correspondans  des  deux  séries  p^f  p^^  p"  » 
:c.  et  g%  q\  ^",  q^^' ,  etc. 

ÇQROLLilREl. 

$i  on  fait 

a^^  —  p* 

aq^  —  pi 

*       p«»"I^^"â^» 


,_  p"  —  g^" 

etc. 
i)  comme  il  est  facile  de  le  viâr. 


a  — y. 

-  -    > 
.        1 


4??s:^ 


i 


c— ^ 

ttC; 


II» 
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tet/tA^d,  |fA^<^i,/x"<c^  ^'"<d>  etc.*  àôiicie5rioiliiM8 
F-}  h^i  f*">  etc.  ne  seront  autres  que  ceux  que  nous  avori 
désignés  par  ««,  jSj  y,  etc.  dans  Tart.  3,  c'est^à-diré  ijiie  ce 
Nombres  seront  led  termes  de  la  fraction  continue  (|iu  repré^ 
lente  la  valeur  de  a  ^  ensorte  que  Ton  aura  ici 

«-/*  +  -J-.  +  _L 

f*  ^  (iU  ^^  etë- 

î^aréonséquent  les  noinbres  p' ,  p** ,  p'" ,  été.  seront  les  nii- 
inérateurs,  et  </',  </",  9"',  etc.  les  dénominateurs  des,  frac^ 
lions  convergentes  vers  a,  fractions  que  nous  ayon^  désignée 

ci-devant  par  -^,,  ^,  ^,  etc.  (art;  10); 

Ainsi  tout  se  téduit  A  convertir  la  valeur  dé  a  en  une  £rac^ 
tîôn  continue  dont  tous  les  termes  soient  positifs-,  ce  qù'oi 
peut  exécuter  par  les  méthodes  exposées  plus  haut  ;  pourn 
qu'on  ait  soin  de  prendre  toujours  les  valeurs  approchées  ci 
défaut  ;  ensuite  il  n*y  aura  plus  qu'à  former  la  suite  des  frao 
lions  principales  convergentes  vers  a,  et  les  tefmès  de  ëhacùni 
de  ces  fractions  donneront  des  valeurs  de  p  et  9 ,  qui  résou' 

dront  le  problème  proposé;  desorte  que -ne  pourra  être  qu*an^ 
de  ces  mêmes  fractions; 

C  OR  O  tX,  A  ÎR  E    II; 

137.  Il  résulte  de  là  une  nouvelle  propriété  des  fraction^ 

dont  nous  parlons  *,  c'est  que  nommant  -  une  des  fractions  priirt 

cipales  convergentes  vers  a,,  (pourvu  qu'elles  soient  déduite^ 
d'une  fraction  continue ,  dont  tons  lès  termes  soient  positifs)^ 
la  quantité  p  —  aq  aura  toujours  une  valeur  plus  petite J 
(abstraction  faite  du  signe),  qu'elle 'n'aurait,  si  on  y  nïetttîl 
à  la  place  de  p  et  9  d'autres. j^mbres  moindres  quelconques^! 


ADDITIONS.  337 

PROBLEME     II. 

^.  Étant  proposée  la  quantité  Ap"*  -f-  Bp"  "  *  q  +  Cp"*  "^  »  q* 
•+•  ^^c.  rf- Vq",  dans  laquelle  A,  B,  C,  etc.  sont  des  nom-- 
hres  entiers  donnés  positifs  ou  négatifs ,  etoÎL^et<{  sont  des 
nombres,  indéterminés  qu'on  suppose^  devoir  être  entiers  et  po^ 
sitifs;  on  demande  quelles  valeurs  on  doit  donner  à  ^etq, 
pour  que  la  quantité  proposée  devienne  la  plus  petite  qu'il 
est  possible. 

Soient  *,  i8,  y,  etc.  les  racines  réelles,  et  ft  ±:  y  |/—  1 , 
Tdbp  ^—  1 ,  etc.  les  racines  imaginaires  de  Téquation. 

>^x"  +  j?*"»-»  +  Cx"»-*  +  etc  +  f^=o, 
on  aura  par  la  théorie  des  équations 

Ap""  +  Bp"^-  tg^Cp"^  -»ç«  ^  etc.  +Fq'^ 

Donc  la  question  se  réduit  à  faire  ensorte  que  le  produit  des 
quantités p  —  ttq,  p  —  $q ,  p  —  yq ,  etc.  «t  (p — .  </)*  +  ^ V> 
(p  —  '^9)*+  *?*,  etc.  soit  le  plus  petit  qu'il  est  possible;  tant 
que  p  et  9  sont  des  nombres  entiers  positifs. 

Supposons  qu*on  ait  trouvé  les  valeurs  de  p  etq  qui  répon- 
dent au  minimum  ;  si  Ton  met  à  la  place  âe  p  et  q  d'autre9 
noinbres  moindres,  il  faudra  que  le  produit  dont  il  s^agit,  ac*- 
quière  une  valeur  plus  grande.  Donc  il  faudra  nécessairement 
que  quelqu'un  des  facteurs  augmente  de  valeur.  Or  il  est  visi^ 
ble  que  si  <i,  par  exemple,  était  nég-atif,  le  facteur  p — etq  di- 
minuerait toujours  2  lorsque  p  et  9  décioitraiestr  la  même 
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chose  arriverait  au  facteur  (p  — /wç)»  -f  >*ç»,  si  /u  était  néga- 
tif, et  ainsi  des  autres;  d'où  il  s'ensuit  que  parmi  les  facteurs 
simples  réels,  il  n'y  a  que  ceux  où  les  racines  sont  positives^ 
qui  puissent  augmenter  de  valeur  ;  et  parmi  les  facteurs  doubles 
imaginaires ,  il  n'y  aura  que  ceux  où  la  partie  réelle  dé  la  nt^ 
dne  imaginaire,  sera  positive ,  qui  puissent  augmenter  aussi  :  de 
plus  3  faut  remarquer,  à  l'égard  de  ces  derniers,  que  pourqoe 
(p— ^ç)*  -f-  y*^*  augmente  tandis  que  p  et  ç  diminuent ,  il  beat 
nécessairement  que  la  partie  (p — f^qY  augmente,  parceqne 
l'autre  terme  v*q*  diminue  nécessairement  ;  desorte  que  l'aug- 
mentation de  ce  facteur  dépendra  de  celle  de  p^^l^,  et 
ainsi  des  autres. 

Donc  les  valeurs  de  p  et  9  qui  répondent  au  minimum , 
doivent  être  telles  que  la  quantité  p-^aq  augmente,  en  don- 
nant k  p  et  q  des  valeurs  moindres ,  et  prenant  pour  a  une  des 
racines  réelles  positives  de  l'équation 

jrf*"»  +  ^*'*-»-f-Cx"»-*+  etc.  +  ;r=o, 

ou  une  des  parties  réelles  positives  des  racines  imaginaires  de  la 
même  équation,  «'il  y  en  a. 

Soient  r  et  ^  deux  nombres  entiers  positifs ,  moindres  que  p 
et  1/.;  il  faudra  donc  que  r-^as  soit  "^p^^aq ,  (abstraction 
faite  du  signe  de  ces  deux  quantités).  Qu'on  suppose^  comme 
^ans  l'article  a3  ^  que  ces  nombres  soient  tels  que 

p^  — çr=:±:  1, 

le  signe  supérieur  ayant  lieu,  lorsque  p  —  a^  est  positive;  et 
l'inférieur ,  lorsque  p  — a(/  est  négative;  ensorte  que  les  deux 
quantités  p —- oqf  et  r— «^  deviennent  de  difFérens  signes,  et 
l'on  aura  exactement  le  \^as  auquel  nous  avons  réduit  le  pro- 
blème précédent  ,  (art.  5i4) ,  et  dont  nous  avons  déjà  donné  la 

iolution. 

■  •  .  • 

.  ^   Donc ,  (art.  û6) ,  tes  valeurs,p  et  q  devront  n«ceœaîrement 
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e  trouver  parmi  les  termes  des  fractions  principales  conver- 
entes  vers  a ,  c'est-à-dire  vers  quelqu'une  des  quantités  que 
ous  avons  dit  pouvoir  être  prises  pour  a.  Ainsi  il  faudra  re- 
tire toutes  ces  quantités  en  fractions  continues^  (ce  qu'on 
lourra  exécuter  facilement  par  les  méthodes  enseignées  ail- 
Burs),  et  en  déduire  ensuite  les  fractions  convergentes  dont 
l  s'agit  ^  après  quoi  on  fera  successivement  p  égal  à  tous  les 
iiunérateurs  de  ces  fractions ,  et  q  égal  aux  dénominateurs 
:;orrespondans ,  et  celle  de  "ces  suppositions  qui  donnera  la 
moindre  valeur  de  la  fonction  proposée ,  sera  nécessairement 
aussi  celle  qui  répondra  au  minimum  chercTié. 

REMARQUE    I. 

39.  Nous  avons  supposé  que  les  nombres  p  et  ç  devaient  être 
tous  deux  positifs  ;  il  est  clair  que  si  on  les  prenait  tous  deux  né- 
gatifs, il  n'en  résulterait  aucun  changement  dans  la  valeur 
absolue  de  la  formule  proposée  ;  elle  ne  ferait  que  changer  de 
fiîgne  dans  le  cas  où  l'exposant  m  serait  impair;  et  elle  demeu- 
rerait absolument  la  même ,  dans  le  cas  où  l'exposant  m  serait 
pair;  ainsi  il  n'importe  quels  signes  on  donne  auxnombres/^etf^ 
lorsqu'on  les  suppose  tous  deux  de  mêmf  s  signes. 

Mais  il  n'en  sera  pas  de  même ,  si  on  donne  kp  et  q  des  signes 
dilFérens;  car  alors  les  termes  alternatifs  de  l'équation  proposée, 
changeront  de  signe,  ce  qui  en  fera  changer  aussi  aux  racines 

*>  ^>  y>  ®^c.  fjL±9\/ — 1,  ^dz/>V^— 1,  etc.  desorte.que 
celles  des  quantités  «,  jS,  y  ^  etc.  /ea,  t,  etc.  qui  étaient  néga- 
tives ,  et  parconséquent  inutiles  dans  le  premier  cas ,  devien- 
<lront  positives  dans  celui-ci,  et  devront  être  employées  à  la 
]place  des  autres.  : 

De  là  je  conclus  en  général  que  lorsqu'on  recherche  le  mini- 
mum  de  la  formule  proposée  sans  autre  restriction ,  sinon  quep 
«t  q  soient  des  nombres  entiers ,  il  faut  prendre  successivement 
pour  a  toutes  les  racines  réelles  a,  fi,  y,  etc.  et  toutes,  les 
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parties  réelles  jft ,  ^,  des  racines  imaginaires  de  Téquation       1 

AxT+Bk'' -  »  4-  C*«-*  +  etc.  +^=o,  |fî 

en  faisant  abstraction  des  signes  de  ces  quantités  ;  mais  ensnfa 
il  faudra  donner  kpètq  les  mêmes  signes ,  ou  des  signes  differ-, 
rens,  suivant  quela  quantité  qu'on  aura  prîse  pour  a,  anraa|., 
originairement  le  signe  positif  ou  le  signe  négatif. 


REMARQUE    II. 


k 


3o.  Lorsque  parmi  les  racines  réelles  a,  fi,  y,  etc.  ily  en  ads 
Gonmiensurables^  alors  il  est  clair  que  la  quantité  proposée  de* 

viendra  nulle ,  en  faisant-  égal  à  une  de  ces  racines;  de80rti|a< 

que,  dans  ce  cas^  il  n'y  aura  pas ,  à  proprement  parler,  de  nwi' 
miim.;  dans  tous  les  autres  cas  il  sera  impossible  que  la  qnas- 
tité  dont  il  s*agit,  devienne  zéro,  tant  que  p  et  q  seront dislg 
nombres  entiers;  or  comme  les  coefficiens  A,B ,  C,  etc:  sontl  ^ 
aussi  des  nombres  entiers  {hyp,)y  cette  quantité  seratouj 
4%ale  à  un  nombre  entier ,  et  parconséquent  «lie  ne  pourra  Jt" 
znais  être  moindre  que  Tunité. 

Donc  si  on  avait  à  résoudre  en  nombres  entiers  Téqnation 

Ap^+Bp'^-^q  +  Cp'^-^q^  +  etc.  +  Tç^rsdz  i, 

il  faudrait  chercber  les  valeurs  de  p  et  f  par  la  méthode  du 
problème  précédent ,  excepté  dans  les  cas  où  Téquation 

jl^m  _f.  BnT-^  +  Cx"»-*  4.  etc.  -f.;^=o, 

aurait  des  racines  ou  des  diviseurs  quelconques  commensura* 
blés  ;  car  il  est  visible  que  la  quantité 

jip"^  4-  £p^-^q  +  Cp'^-^q^  4-  etc. 
pourrait  se  décomposer  en  deux  ou  plusieurs  quantités  seni' 
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>1able8  de  degrés  moindres  ;  desorte  qu'il  faudrait  que  chacune 
le  ces  formules  partielles  fût  égale  à  l'unité  en  particulier,  ce 
[ui  donnerait  pour  le  moins  deux  équations  qui  serviraient  à 
léterminerpet<7. 

Nous  avons  déjà  donné  ailleurs  (  Mémoires  de  V Académie 
le  Berlin  pour  tannée  1768)  ,  une  solution  de  ce  dernier  pro- 
>1ème  ;  mais  celle  que  nous  venons  d'indiquer  est  beaucoup 
ilus  simple  et  plus  directe ,  quoique  toutes  les  deux  dépendent 
le  la  même  théorie  des  fractions  continues. 

PROBLÈME    III. 

3i.  On  demande  les  valeurs  dep  et  de  q>  qui  rendront  la 
quantité 

Ap»  +  Bpq  +  Cq* 

la  plus  petite  qu'il  est  possible ,  dans  f  hypothèse  qu'on  rCad^ 
mette  pour  p  e^  q  que  des  nombres  entiers. 

Ce  problème  n'est,  comme  Ton  voit ,  qu'un  cas  particulier 
du  précédent  ;  mais  nous  avons  cru  devoir  le  traiter  à  part, 
parcequ'il  est  susceptible  d'une  solution  très-simple  et  très- 
élégante  ,  et  que  d'ailleurs  nous  aurons  dans  la  suite  oc- 
casion d'en  faire  usage  dans  la/ésolution  des  équations  du  se- 
cond degré  à  deux  inconnues,  en  nombres  entiers. 

Suivant  la  méthode  générale  ît  faudra  donc  coimnencer  par 
chercher  les  racines  de  l'équation  ^ 

Ak*  +  Bil  +  C=  O^ 

lesquelles  sontj  comme  l'on  sait, 

^B±:\/(^B!'—4ACy 
f^A 

Or,  1**.  si  B^ — 4^C  est  égal  à  un  nombre  carré ,  les  deux 
racines  seront  commensuràbles,'et  il  n'y  aura  point  de  mmi^ 

3 
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mum  proprement  dit,  parceque  la  quantité  ^p* -f-  Bpq  +  C((\ 
pourra  devenir  nulle. 

a*.  Si  B* — 4^C  n'est  pas  un  carré ,  alors  les  deux  racinol 
seront  irrationnelles  ou  imaginaires,  suivant  que  B*  —  4^^\  ^ 
sera  >  ou  •<  o,  ce  qui  fait  deux  cas  qu'il  faut  considérer  lé-l  ' 
parement;  nous  commencerons  par  le  dernier,  qui  estleplm|  ' 
facile  à  résoudre. 

Premier  cas  lorsque  B*  —  4AC<^  o. 

52.  Les  deux  racines  ^tant,  dans  ce  cas,  imaginaires ,  on  aura 
— -j-  pour  la  partie  toute  réelle  de  ces  racines,  laquelle  devra 

parconséquent  être  prise  pour  a.  Ainsi  il  n'y  aura  qu'à  réduire 

—  fi 

la  fraction  — — ,  (en  faisant  abstraction  du  signe  qu'elle  peut 

avoir),  en  fraction  cfontinue  par  la  méthode  de  l'art.  4>  et  «^^ 
déduire  ensuite  la  série  des  fractions  convergentes,  (art.  lo), 
laquelle  sera  nécessairement  terminée^  cela  fait,  on  essaiera 
successivement  poiir  p  les  numérateurs  de  ces  fractions,  et 
pour  q  les  dénominateurs  correspondans ,  en  ayant  soin  de  don- 
ner à  p  et  q  les  mêmes  signes  ou  des  signes  différens,  suivant 

—  fi 
que  — -j-  sera  un  nombre  positif  ou  négatif.  On  trouvera  de 

cette  manière  les  valeurs  de  pet  (f ,  qui  peuvent  rendre  la  for- 
mule proposée  un  moindre, 

EXEMPLE. 

Soit  proposée ,  par  exemple  ^  la  quantité 

49P»  —  a38pq -f  a^oqV 
On  aura  donc  ici 

A  =  49>  ifi^=;=  — a38,  C^u^oi     . 


donc 
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—  R 
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^»-4^C=-.i9S,  et-^  =  ^=:^. 


^ 


Opérant  donc  sur  cette  fraction  de  la  manière  enseignée  dans 
l'art.  4,  on  trouvera  les  quotiens  2  ^  a ,  5  ^  à  l'aide  desquels  on 
formera  ces  fractions ,  (voyez  l'art.  20 ), 

2;  2^  3. 

±      *      5.     JLl 
o>    1 >    *>     7  * 

Desorte  que  les  nombres  à  essayer  seront  1 ,  2 ,  5 ,  17  pour 
p,  et  G,  1 ,  2,  7,  pour  q\  or  désignant  par Pla  quantitépro- 
posée,  on  trouvera 


fi 


^ 


p 

9 

P 

I 

0 

49 

a 

1 

10 

5 

3 

5 

»7 

7 

49 

d'où  l'on  voit  que  la  plus  petite  valeur  de  P  est  5,  laquelle 
résulte  de  ces  suppositions 

p=5,  4^  =  2; 

ainsi  on  peut  conclure,  en  général ,  que  la  formule  proposée  ne 

pourra  jamais  devenir  plus  petite  que  5 ,  tant  quep  et  q  seront 

des  nombres  entiers  ;   desorte   que  le  minimum  aura  lieu  ^ 

lorsque 

p=5  et  </  =  2. 

Second  cas  lorsque  B* — 4AC  >  (^. 

33.  Comme  dans  le  cas  présent  Téquatipn 

^;i"  +  5x  +  C=o 


Il  deux  racines  réelles  irrationnelles ,  il  faudra  les  réduire  l'une 

4 
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et  Pautre  eu  fractions  continues.  Cette  opération  peut  se  fair» 
avec  la  plus  grande  facilité  par  une  méthode  particulière  que 
.nous  avons  exposée  ailleurs ,  et  que  nous  croyons  devoir  rap- 
peler ici ,  d'autant  qu'elle  se  déduit  naturellement  des  formules 
de  Tarticle  a5»  et  qu'elle  renferme  d*aiUeurs  tous,  les  principes 
nécessaires  pour  la  solution  complète  et  générale  du  problème 
proposé. 

Dénotons  donc  par  a  la  racine  qu'on  a  dessein  de  convertir 
en  fraction  continue  ^  et  que  nous  supposerons  toujours  posi- 
tive^ et  soit  en  même  temps  b  Tautre  racine  ^  on  aura  j  comme 
l'onsait^ 

a  +  b^^^,ab  =  ^, 

d'où 

ou  bien  en  faisant,  pour  abréger, 

OÙ  le  radical  \/J?peut  être  positif  ou  négatif;  il  sera  positif , 
lorsque  la  racine  a  sera  la  plus  grande  des  deux^  et  négatif^ 
lorsque  cette  racine  sera  la  plus  petite  ;  donc 

Maintenant,  si  on  conserve  les  mêmes  dénominations  de  l'ar- 
ticle a5 ,  il  n'y  aura  qu'à  substituer  à  la  place  de  a  la  valeur 
précédente  ,  et  la  difficulté  ne  consistera  qu'à  pouvoir  déter- 
miner facileipent  les  valeurs  entières  approchées ft»,  ^u",  iu»'»,  etc. 

Pour  faciliter  ces  déterminations ,  je  multiplie  le  haut  et  le 


aq'  ^p"' p''  —  Oij''' aq'''  —p' 
tîvementpar  J (bq'—p'),  J (p"  —  bq''),  A (bq'''  — p"'), etc. 


bas  des  fractions  >--j — ^-  ,  -^i ^>-^tt -itt •  etc.  respec- 


« 
« 
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it  comme  on  a 

=:Ap-  +  Bp'q^  +  Cq*, 

A  (p»  —  a(/"  )  (p»  —  ifl")  =  Jp^-^A  (^a  +  b)p''q''-^Aab!f 

= a'p^  +  ^p"qf»  +  CV' ,  etc. 

A{p-^aq-)(^bq^-p^)=^lJLA^iB^i\/E, 

A{aq^-p^Xp^^^bq^^) 
~—Apy^+  Aap'y+Abp'q''—Aabq^q''^ 
:=^Apy' — CqY'  —  ÏB  (p  y»  +  9'p") 

^  (p»  —  a^ii)  (  ici"  _  <y>»  ) 
=  _  ^p"p"»  4.  Aap^'y  4.  Abp^'q'^^  —  Aabq^'q^'^ 
~^Ap'y  —  Cq''q^'  —  '^B(p''q'''  +  î"p*") 

+  iV^J?(p"V  — C9'»p")> 
et  ainsi  de  suite  :  je  fais,  pour  abréger, 

P^  =A 

P»    :=:Ay-i'Bp'  q'   +Cq* 

P''  =Ay  +  Bp''q^'  +Cq* 

P'''=Ap^  +  Bp'''q'''  +  Cq* ,  etc. 

Ç"  =Ap^p^^  +l^(pi^n   ^^.pi.  )+C.?>ç» 

Ç">  zzr  u^p"p«"  + 1  ^  (p"9'"  +  9V"  )  +  ^O"'  1  etc. 
J'aurai,  à  cause  de 
piy — qf"p>=i ,  p»"9"— ç»»p"=— 1 ,  p'^9"»— qf^^p'^^ssi ,  etc. 
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les  formules  suiyantes. 


1 

11 

r 


1 
3 


M"!  <  — ^    .      •  *^i     ,  etc. 

Or  si  dans  Texpression  de  Q"  on  met  ponr  ç"  et  p"  lenn 
Taleors  /tx«p*  + 1  et  /u." ,  elle  deviendra  fc'jP*  +  Ç«;  de  même 
si  on  substitue  dans  l'expression  de  Q"'  pour  p'"  et  7'"  leurs 
valeurs  i^"p"+p',  et  fc"ç"  +  q\  elle  se  changera  en 
^11  pu  ^  Qu  ^  g|.  gjjjgj  ^Qi  |.gg^g .  desorte  que  Ton  aura 

Çiii_^n    pu    ^  Çii 

QiT  _^nipui^^Qiii^    etc. 

Pareillement  si  on  substitue  dans  Texpression  de  P"  les  va- 
leurs de  p"  et  9" ,  elle  deviendra  ^*  P*  +  a/a'  Ç*  +  -^  ;  et  si 
on  substitue  les  valeurs  de  p'"  et  ç"*  dans  l'expression  de 

P"',  elle  deviendra  ]iI»P"  +  a/x»  Ç"  +  P» ,  et  ainsi  de  suite;  j 
desorte  que  l'on  aura 

P»    =/x»P*>   +2^    Ç*   +C 

P»  =:/t^P»    +2/<»    Ç»    -f-po 
pn._yapii   4.3^11   Çi«    4- pi 

P\T  =}i^P"'  +  a^"'Ç>"4-P",  etc. 
Ainsi  oïl  pourra ,  à  Taide  de  ces  formules ,  continuer  aussi 


3 

L 
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loin  qu'on  voudra  les  suites  des  nombres  fji,  y?^  fj}^,  etc.;  Ç**, 
Ç*>  Ç">  etc.,  et  P° y  P\  P",  etc.  qui  dépendent,  comme 
Ton  voit ,  mutuellement  les  uns  des  autres,  sans  qu'il  soit 
nécessaire  de  calculer  en  même  temps  les  nombres  p^ ,  pS 
p",  etc.  et<7®,  q\  9",  etc. 

On  peut  encore  trouver  les  valeurs  de  P\  P",  JP"*,  etc. 
par  des  formules  plus  simples  que  les  précédentes ,  en  remar* 
quant  que  l'on  a 

et  ainsi  de  suite  ;  c'est-à-dire 

çi_i:>"P"ir=^jE:,  etc. 
d*oii  l'on  tire 

P pr— 

p...  J%1^.  etc. 

Les  nombres  ft  ^  i^^S  f<c'> ,  ét^t  doAC  trouvée  ^insi,  on  aura 
(art.  a6),  la  fraction  continue 

^  ^  ^"  -1-  etc. 
Et  pour  trouver  le  minimum  de  la  formule  Ap^  +  Bpq  -f»  d^*^ 
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il  n'y  aura  qu'à  calculer  les  nombres  p®,  p\  p^\  p'**  ,  etc.  et 
9*>  ^*>  ?"«  9*">  ®*c.  (art.  a5),  et  les  essayer  ensuite  àk 
place  de  p  et  9  ;  mais  on  peut  encore  se  dispenser  de  cette 
opération I  en  remarquant  que  les  quantités  P®,  P*,  P" ,  etc. 
ne  sont  autre  chose  que  les  valeurs  de  la  formule  dont  il  s'agît, 
lorsqu'on  y  fait  succe^iyement 

p=p%  p\  p",  etc.  et  q  =  q'',q\q'\  etc. 

Ainsi  il  n'y  aura  qu'à  voir  quel  est  le  plus  petit  terme  de  la 
fuite  P®,  P*,  P",  etc.  qu'on  aura  calculée  en  même  temps 
que  la  suite  /ca,  (jl^  ,  fjL^\  etc.  et  ce  sera  le  minimum  cherché; 
on  trouvera  ensuite  les  valeurs  correspondantes  de  p  et  9  par 
les  formules  citées. 

^  34.  Maintenant  je  dis  qu*en  continuant  la  série  P*,  P*  ,P",  etc. 
on  doit  nécessairement  parvenir  à  deux  termes  consécutib 
de  signes  difFérens ,  et  qu'alors  tous  les  termes  suiyans  se- 
ront aussi  deux  à  deux  de  dilTérens  signes.  Car  on  a,,  (  art.  pré- 
cédent). 


JP"=^(P^-ûO(P*-V)>  P'=A{f-ciq'){p'-bq-^,  etc. 

or  de  ce  qu'on  a  démontré  dans  le  problème  II,  il  s'ensuit  que 
les  quantités  p° — a^°,  p^^^ciq^  ^  p»» — aq^\  etc.  doivent  être  de 
signes  alternatifs  ,  et  aller  toujours  en  diminuant  ;  donc ,  1°.  si  i 
est  une  quantité  négative ,  les  quantités  p° — bq*  y  p' — bq^,  etc. 
*eront  toutes  positives;  parconséquent  les  nombres  P**,  P\ 
P",  seront  tous  de  signes  alternatifs;  !î".  si  A  est  une  quantité 
positive ,  conyue  les  quantités  p' — a^*^  p"— aç",  etc.  et,  à  plus 

forte  raison,  celles-ci,  t--  —  a,  ^  —  a,  forment  une  suite 

décroissante  à  l'infini ,  on  arrivera  nécessairement  à  une  de  ces 

dernières  quantités,  comme'^-jj^,  —  aquisera<a — &,(abstrac- 

H 

tion  faite  du  signe),  et  alors  toutes  les  suivantes,  ^  —  a, 
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^— >a^  le  seront   aussi;    desorte  que   toutes   les  quantités 

a  —  ^+^,  —  û,  a  — Ô4-S--  — a,  etc.  seront  nécessaire-* 

ment  de  même  signe  que  la  quantité  a  — •  6  ;  parconséquent  les 

quantités  ^-jYj- — 6>^  —  *#  etc.   et  celles-ci,  p"»  —  fiç"» , 

p*^  — bq^" ,  etc.  à  Tinfini ,  seront  toutes  de  même  signe;  dono 
les  nombres  P'",  P*^,  etc.  seront  tous  de  signes  alternatifs. 

Supposons  donc ,  en  général  >  que  l'on  soit  parvenu  à  des  ter- 
mes de  signes  alternatifs  dans  la  série  -P*,  P",  P*",  etc.  et 

que  P  soit  le  premier  de  ces  termes ,  ensorte  que  tous  les  ter^ 

mes,  P  ^P  ,  P  ,  etc.  àTinfini,  soient  alternativement 
positifs  et  négatifs,  je  dis  qu'aucun  d'eux  ne  pourra  être  plus 
grand, que  E,  Car  si,  par  exemple,  les  nombres  P"*,  P*^, 
P^,  etc.  sont  tous  de  signes  alternatifs,  il  est  clair  que  les 
produits  deux  à  deux,  p^^^  p^f  ^  p»v  py ^  etc.  seront  néces- 
sairement tous  négatifs  ;  mais  on  a ,  (art.  précéd.). 

donc  les  nombres  positifs ,  —  P*" P*',  —  P^^'P'',  seront  tous 
moindres  que  j£,  ou  au  moins  ils  n'excéderont  pas  E',  desorte 
que,  conmie  les  nombres  P^ ^  P^^ ,  P^^^ ^  etc.  sont  d'ailleurs 
tous  entiers  parleur  nature,  les  nombres  P*",  P*%  etc.  et,  en 

général,les  nombres  P  ,  P^  ,  etc.  (abstraction  faite  de 
leurs  signes);  ne  pourront  jamais  surpasser  le  nombre  E. 

'  Il  s'ensuit  aussi  de  là  que  les  termes  Ç*^,  Q',  etc.  et,  en  gé- 
néral, Q  ^ ,  Q  etc. ,  ne  pourront  jamais  être  plus  grands 
que  ^  E. 

D'où  il  est  facile  de  conclure  que  les  deux  séries  P  ,  P 

,  etc.  et  Ç  ,  Ç       ,  Ç        ,  etc.  quoique  poussées  a  1  m- 
fiui^  ne  pourront  être  composées  que  d'un  certain  nombjce  de 
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termes  difFérens ,  ces  termes  ne  pouvant  être ,  pour  la  première 
que  les  nombres  naturels  jusqu'à  E  pris  positivement  ou  négati- 
vement ^  et  pour  la  seconde ,  les  nombres  naturels  jusqu'à  [/£ 
avec  les  fractions  intermédiaires  j ,  |>  |>  etc.  pris  anssipoâ- 
tivement  ou  négativement;  car  il  est  visible  par  les  formules 
de  l'article  précédent,  que  les  nombres  Ç*,  Ç",  Q'",  etc. 
«eront  toujours  entiers,  lorsque  B  sera  pair,  mais  qu'ils  con- 
tiendront chacun  la  fraction  ^ ,  lorsque  B  sera  impair. 

Donc,  en  continuant  les  deux  séries  P^ ,  jP",  P*",  etc.  et 
Ç*,  Ç",  Ç"* ,  etc.  il  arrivera  nécessairement  que  deux  ter- 
mes correspondans ,  comme  P  et  Ç  ,  reviendront  après  un 
certain  intervalle  de  termes  dont  le  nombre  pourra  toujours 
être  supposé  pair  ;  car,  comme  il  faut  que  les  mêmes  termes 

P  et  Ç  reviennent  en  même  temps  une  infinité  de  fois,  à 
cause  que  le  nombre  des  termes  difFérens  danis  l'une  et  dans 
l'autre  série  est  limité ,  et  parconséquent  aussi  le  nombre  de 
leurs  combinaisons  différentes ,  il  est  clair  que  si  ces  deux  ter*, 
mes  revenaient  toujours  aprèâ  un  intervalle  d'un  nombte impair 
de  termes ,  il  n'y  aurait  qu'à  considérer  leurs  retours  altema- 

nativement ,  et  alors  les  intervalles  seraient  tous  composés  d'un 
nombre  pair  de  termes. 

On  aura  donc,  en  dénotant  par  ap,  le  nombre  des  termes 
intermédiaires 

et  alors  tous  les  termes  P^ y  P^     ^ ,  P^     ^  etc.  Q^ ,  Q^     , 

Q         y  et  f/L  ,  [JL         ,  ,0:  etc.  ,  reviendront  aussi  au  bout 

de  chaque  intervalle  de  2p  termes.  Car  il  est- facile  de  voir  par 
les  formules  données  dans  l'article  précédent  pour  la  déter- 
mination des  nombres  ^' , /!x" ,  /u"»,  etc.  Ç',  Ç",  Ç*",  etc. 
et  PS  P",  P"S  etc.  que  dès  qu'on  aura 

P^-^'^=P^,etÇ"-^^^  =  Ç", 
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lura  aussi 
lite 


Ç^fl* -♦- af  + 1  _  Q^  +  i        p*"*"^'"*"'=isp 


ir+ï 


c  aussi 


Lnsi  de  suite 


«•  -♦-  a»  -f- 1         «•-fa* 


>onc  svn  est  un  nombre  quelconque  égal  ou  plus  grand 
'T^  et  que  m  dénote  un  nombre  quelconque  entier  positif  ^ 
lura  en  général 

,n  +  amp  _pn^  çU  +  amp  _  ^n^  ^n  +flmp  _    n  .^ 

orte  qu'en  connaissant  les  ^  -f"  ^P  premiers  termes  de  cba- 
e  de  ces  trois  suites ,  on  connaîtra  aussi  tous  les  suiyans 
ne  seront  autre  chose  que  les  ap  derniers  termes  répétés 
infini  dans  le  même  ordre. 

>e  tout  cela  il  s'ensuit  que  pour  trouver  la  plus  petite  ya- 
r  de  P  =  j4p^  -|-  Bpq  -j-  Cç* ,  il  suffit  de  pousser  les  séries 
,  P\  P",  etc.  et  Q**,   Q*,  Q",  etc.  jusqu'à  ce  que  deux 

née  correspondans ,  comme  P  et  Q  reparaissent  ensem- 
après  un  nombre  pair  de  termes  intermédiaires,  ensorte 
t  l'on  ait 

P'^^'=P*,  etQ''^^'=Q*, 

rs  le  plus  petit  terme  de  la  série  P»,  P\  P",  etc.  P*  ^' 
2  le  minimum  cherché- 
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55.  Si  le  plus  petit  terme  de  la  série  F",  P^,  P'^,  etc. 
'^  ne  se  trouye  pas  ayant  le  terme  P  ,  alors  ce  terme 
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reparaîtra  une  infinité  de  fois  dans  la  même  suite  prolongée  II 
Tinfini  ;  ainsi  il  y  aura  alors  une  infinité  de  valeurs  de  p  et 
q  qui  répondront  au  minimum ,  et  qu*on  pourra  trouver  tout»] 
par  les  formules  de  Tart.  125  ;  en  continuant  la  série  des  nom' 

bres  /x* ,  f^" ,  /x*",  etc.  au-delà  du  terme  f*^'  *  par  la  répé- 
tition des  mêmes  termes  ^  ^  ^c  ^  etc.  comme  on  rij 
dit  plus  haut. 

On  peut  aussi ,  dans  ce  cas ,  avoir  des  formules  générales  qui 
représentent  toutes  les  valeurs  de  p  et  de  9  dont  il  s'agit  ;  nuâi 
Ip  détail  de  la  méthode  qu*il  faut  employer  pour  y  parveiiiri|t! 
nous  mènerait  trop  loin  ;  quant  à  présent^  nous  nous  cont 
terons  de  renvoyer  pour  cet  objet  aux  Mémoires  de  B 
déjà  cités^  année  1768^  pag.  laS  et  suiv.  où  l'on  trou veraondin 
théorie  générale  et  nouvelle  des  fractions  continues  périodiqui 


\ti 
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36.  Nous  avons  démontré  dans  Tart.  34  >  qu'en  conti 
la  série  P*,  P",  P"*,  etc.  on  doit  trouver  des  termes  coi 
cutifs  de  signes  différens.  Supposons  donc ,  par  exemple , 
P*"  et  P*^  soient  les  deux  premiers  termes  de  cette  esfkxf 
on  aura  nécessairement  les  deux  quantités  p>"  — fc^»"  et 
—  ftç'^de  mêmes  signes,  à  cause  que  les  qujantités  p*" — o^ 
«tp^^  —  aq^^  sont  de  leur  nature  de  différens  signes.  Or 
mettant  dans  les  quantités  p^ — 6^^,  p^» — ^(/^S   etc.  lesTati 
leurs  de p^,  p^»,  etc.  q" ,  9",  etc.  (art.  a5),  on  aura 

pv  —  bq"  =  ft'^  (p'v  —  èç»v)  ^piii _  jçiu 
pvi _ bq^^=py (p^_ bq^)  J^p^y^bq'\  etc. 

D*où,  à  cause  que  p}",  p^  ^  etc.  sont  des  nombres  positifi 
il  est  clair  que  toutes  les  quantités  p^  —  bq'^yP'"  —  bq"' ,  etc. 
l'infini,  auront  les  mêmei  signes  que  les  quantités  p^^^^bf 
ctp*^  —  i<7*^;  parconséquent  tous  les  termes  P"*,  P»^,  P^etc. 
à  l'infini,  auront  alternativement  les  signes p/wj  et  moins. 
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Maintenant  on  aura  par  les  équations  précédentes  * 

^    ""     p'-'bq''  p^'  —  bq'' 

,.,  ■_  P^"  -  ^9^"       P'  -  bq^    ,,^ 
**    ~    p^'  —  bq^'        p^»  — A^vi^eic. 


ou  les  quantités  ~j^^ ÂiT*  v — Tv  *  ®*^-  seront  toutes  po- 
sitives. 

Donc,  puisque  les  nombres  (jl^" ,  /a^,  /a"",  etc.  doivent  être 

py  —  bq" 
tous  entiers  positifs,  (,hyp,) ,  la  quantité    ,^  ■     ,^^^  devra  être 

r  n 

positive   et  ]>  1 ,    de    même    que  les   quantités  ^ — -^^ , 

fi——^^^tc.,àoT^c  les  quantites^^,_^^,,^^,,_^^,,,etc. 

seront  positives  et  moindres  que  l'unité  \  desorte  que  les 
nombres  (j^  ,  ^u,^* ,  etc.  ne  pourront  être  que  les  nombres  en- 
tiers qui  sont  immédiatement  moindres  que  les  valeurs   de 

^ Âv  >     ▼! ÂvT*  etc.  ;  quant  au  nombre   p}^  ^  il  sera 

aussi  égal  au  nombre  entier   qui  est  immédiatement  moindre 

.que  la  valeur  de     ^^ ^ ^^^  toutes  les  fois   qu'on  aura. .. 

p»"  —  ba^^^ 

^ r2 —   ^  1,  Ainsi  on  aura 

U^i<'C ^-Z — ^.   etc. 

'^    ^-  p^'  —  bq"'^ 

a.  Z 
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le  signe  <  placé  après  les  nombres  /ea"^  ,  f/}"  »  fi^ ,  etc.  déno* 
tant»  comme  plus  haut ,  les  nombres  entiers  qui  sont  immé- 
diatement au-dessous  des  quantités  qui  suiyent  ce  même 
«igné. 

Or  il  est  facile  de  transformer ,  par  des  réductions  sembla- 
nt—  ba"^     p^* ia" 

blés â  celles  de  Târt.  33,  les  quantités  \y^Lxyf     y ily» 

«te.  en  celles-ci,  -^ — Î5ît   — »  "^ nT^ —  ®*^'  -^^  plus,» 

condition  de  î^; — —^  <  i    peut   se  réduire    à    celle-ci 


kiii 


^   ■  ^  —2 2_  ;  lacruelle .  a  cause  de  ■  ^         '^ —  ^  i , 

4mra  sûrement  lieu  lorsqu'on  aura 

...»  Dm 

— -p^  =  ou  <  1  ; 
dotrc  on  vnra 

f*     ^  ps  » 

^    <^— ^TT .etc. 

En  combinant  ces  formules  avec  celles  de  l'art.  33 ,  qui  ren- 
ferment la  loi  des  séries/'*,  JP",  P"»,etc.  et  Ç',  Ç**,  Q'",etc.; 
on  verra  aisément  que  si  on  suppose  donnés  deux  termes 
correspondans  de  ces  deux  séries,  dont  le  numéro  soit  plus 
grand  que  3 ,  on  pourra  remonter  aux  termes  précédens  jus- 
qu'à jP»^  et  Ç^,  et  même  jusqu'aux  termes/'*"  et  Ç»\  si  la 

._  p\\\ 

condition  de  — -p^  =  ou  •<  i  a  lieu  ;  ensorte  que  tous  ces 
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termes  seront  absolument  déterminés  par  ceux  qu'on  a  supposé 
donnés. 

En  effet  connaissant,  par  exemple,  P**  et  Q^^,  on  connaî-. 
tra  d'abord  P"  par  l'équation 

ensuite  ayant  Q^*  et  P' ,  on  trouvera  la  valeur  de  f*'' ,  à  l'aide 
de  laquelle  on  trouvera  ensuite  la  valeur  de  Q^ ,  par  l'équation 

Ç^»  =  |tA^ /^^  +  Q^  ; 
or  l'équation 

donnera  P*^  ;  et  si  on  fait  d'avance  que  - — =j^  doit  être  = 

ou  <[  1 ,  on  trouvera  ft*^ ,  ;  après  quoi  on  aura  Q*^    par 

l'équation 

Q"  =  (JL^''  P»^  +  Q»^ , 

fet  ensuite  P"*  par  celle-ci, 

Q*--P'"P»'  =  ^B. 

De  là  il  est  facile  de  tirer  cette  conclusion  générale,  que  si 

P    et  P         sont  les  premiers  termes  de  la  série  P* ,  P",  P"*, 
etc.  qui  se  trouvent  consécutivement  de  difFérens  signes ,  le 

X     I      T 

terme  P        et  les  suivans  reviendront  toujours  après  un  cer- 
tain nombre  de  termes  intermédiaires,  et  qu'il  en  sera  de  même 

du  terme  P  ,  si  Ton  a 

dzP""  ^ 

=  ou  <  1. 


pX-M 


Car  imaginons,  comme  dans  l'art.  34 >  que  l'on  ait  trouvé 


même 

• 

55S  X  1>  D  I  î  I  o  N  s. 

et  supposons  que  t  soit  >  h ,  c'est-à-dire  w^zh  +  v,  donc] 

on  pourra  d'un  côté  remonter  du  terme  P    au  terme  P 

ou  P^ ,   et  de  l'autre,  du  terme  p'^'^^^  au  terme P''     ^' 

ou  P^  "*"  ^^  ;  et  comme  les  termes  d'où  Ton  part  de  part  et 
d'autre,  sont  égaux ,  tous  les  dérivés  seront  aussi  respectivement 
«gaux^  desorte  qu'où  aura 


:=OU<^  I 


Par  là  On  pourra  donc  juger  d'avance  du  commencement  dei 
périodes  dans  la  série  P°,  P\  P",  JP"*,  etc.  et  parconsé* 
quent  aussi  dans  les  deux  autres  séries,  Ç°,  Q',  Ç",  Ç"S  etc. 
et  fJL,  i*},  fÂ^\  ^^",  etc.  -,  mais  quant  à  la  longueur  des  périodes, 
•cela  dépend  de  la  nature  du  nombre  E,  et  même  uniquement 
de  la  valeur  de  ce  nombre ,  comme  je  pourrais  le  démontrer, 
si  }e  ne  craignais  que  ce  détail  ne  me  menât  trop  loin. 

COROLLAIRE     III. 

37.  "Ce  qu'en  vient  de  démontrer  dans  le  corollaire  précé- 
dent peut  servir  encore  à  prouver  ce  beau  théorème  :  Que 
toute  équation  de  la  forme  P*  —  K^^=  1 ,  où  IL  est  un  nomr 
bre  entier  positif  non  carré ,  et  p  et  q  deux  indéterminées ,  est 
toujours  résoluble  en  nombres  entiers. 

Car ,  en  comparant  la  formule  p*  —  Kq*  avec  la  formuls 
générale  Af^  +  Bpq  -f-  Cq^,  on  a 

donc 
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(art.  33).  Donc 

/>«^2=l,  Q*  =  0'r 

donc 

d'où  Ton  voit  i*.  que  P*  est  négatif,  et  parconséquent  de  signe 
différent  de  P**;  2°.  que  —  P*  est  =  ou>  1 ,  parceque  K  et  [A 
«ont  des  nombres  entiers  ;  desorte  qu'on  aura 

P^  . 

— ^  =  ou  <  1  ; 

donc  on  aura,  (art.  précéd.) 

desorte  qu'en  continuant  la  série  P^  ^  P\  P",  etc.  le  term« 
J^^  ■==  1  reviendra  nécessairement  après  un  certain  intervalle 
de  termes  ;  parconséquent  on  pourra  toujours  trouver  une  in- 
finité de  valeurs  de  p  et  de  9  qui  rendent  la  formule  p*  —  Kq^ 
égale  à  Tunité. 

COROLLAIRE      IVT. 

38.  On  peut  aussi  démontrer  cet  autre  théorème  :  Que  si 
l'équation  "  * 

pa_Kq*  =  ±:H 

^st  résoluble  en  nombres  entiers  ^.  en  supposant  K  un  nombre 
positif  non  carré ,  et  H  uti  nombre  positif  et  moindre  que  J/K, 

iesnornhres  p  et  q  doivent  être  tels  que  -  soit  une  des  frac^ 

q  . 

tion  principales  convergentes  vers  la  valeur  de  \/K. 

'    Supposons  que  le  signe  supérieur  doive  aVoir  lieu,   ensorte 
que 

p^-Kq'  =  Hi  .. 

5 


• 

S58 

donc  on  aura 
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-P+9\^K'  ,    V        ^.(^^^^y 

qu'on  cherche  deux  nombres  entiers  positifs^  r  et  ^ ^  moii 
que  p  etq^  et  tels  que  «o 

ce  qui  est  toujours  possible ,  comme  on  Ta  démoatré  dans  l'ar- 
ticle s3y  et  l'on  aura  (il 

q      S       qs 
donc  retranchant  cette  équation  de  la  précédente ,  il  vienèa 


desoTte  qa'on  aura 

H 


p-.qy/K  = 


q(^-+VK) 


t—S\/K=:t. 


sH 


K^({+^'^)  ') 


Or  commet  >|/jK  et  H<^\/K,  il  est  clair  que 

— — ! sera < ^;  donc  p  —  ^  ^K  sera<  —  5  donc 

sera  à  plus  forte  raison  "<|,  puisque  s^q;  de- 


sorte  que  r  —  ^  iZ/îT  sera  une  quantité  négative,  laquelle ,  prise 


''^<^ 
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ositivement ,  sera  ^  — ,  à  cause  de  1  —  — —  >t. 

Ainsi  on  aura  les  deux  quantités  p  —  ç  ^K  et  r — 5  ^K  ^ 
\VL  bien,  en  faisant  a==  V K.  ^  celles-ci,  p  — a^  et  r^^iis, 
esquelles  seront  assujéties  aux  mêmes  conditions  que  nous 
avons  supposées  dans  Fart.  224  *  ^^  ^*^^  1*^^  tirera  des  conclu^» 
Bons  semblables  ;  donc ,  etc.  (art  a6).  Si  Ton  avait 

p*  — iRC9*  =  — H, 

alors  il  faudrait  chercher  les  nombres  r  et  ^,  tels  que 

€t  Ton  aurait  ces  deux  équations 


_  i  /  sa X 


Comme  H<C^K  ettK.<},  .il  est  clair  que 


1 

ET 


,{vK+iy 


sera  <  1  ;  desorte  que  la  quantité  s  ^K  —  r  sera  négative  ; 
or  je  dis  que  cette  quantité ,  prise  positivement ,  sera  plus 
grande  que  ç^A— p;  pour   cela  il  faut  démontrer  que 

-  /^  1  — — ; -N  >  — -,  oti  Uea  qde 

j>_^^^ — ^ ^  savoir  v'iiC  +  2> H j.  12. mais jr<t/^. 


56q 
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ihyp,  )  ;  donc  il  suffit  de  prouver  q^e*-- 


y  onbieiLi 


P>^V^>  c'est  ce  qui  est  évident,  à  cause  que  la  qi 
s{^'K  —  r  étant  négative,   il  faut  quer'^s\/K,  et,  à 
forte  raison ,  p  >•  .s  J/X ,  puisque  p  ^r. 

Ainsi  les  deux  quantités ,  p  —  q  \/K  et  r  —  5  ^K ,  set 
de  diiFérens  signes ,  et  la  seconde  sera  plus  grande  que  la  pi«-| 
mière  ,  (abstraction  faite  des  signes) ,  comme  dans  le  caspé-V^ 
cèdent  ;  donc  ,  etc.  ■^^'' 

Donc,  lorsqu'on  aura  à  résoudre  en  nombres  entiers imt 
équation  de  la  forme 

p^  —  Kq^  =  ±H,  ou  £r<  \/K, 

il  n'y  aura  qu'à  suivre  les  mêmes  procédés  de  l'article  33,  en  I 
faisant 

Az=  1,  B  =  o,  C  =  —  K\ 


V 


on  ren-  i^^ 


et  si  dans  la  série  P\  P\  P'\  P"',  etc.  P^ 
contre  un  terme  =ih£r,  on  aura  la  résolution  cherchée,  si- 
non on  sera  assuré  que  l'équation  proposée  n'admet  absolu- 
ment aucune  solution  en  nombres  entiers. 


2 


REMARQUE. 

39.  Nous  n'avons  considéré  dans  l'art.  33  qu'une  des  ra- 
cines de  l'équation 

Ak''^  B)c+  C=o, 

que  nous  avons  supposée  positive  ;  si  cette  équation  a  ses  deux 
racines  positives,  il  faudra  les  prendre  successivement  pour  a,  et 
faire  la  même  opération  sur  l'une  que  sur  l'autre  ;  mais  si 
l'une  des  deux  racines  ou  toutes  deux  étaient  négatives ,  alors 
on  les  changerait  d'abord  en  positives,  en  changeant  seulement 
le  signe  de  j5 ,  et  on  opérerait  comme  ci-dessus  ;  mais  ensuite 
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l  faudrait  prendre  les  valeurs  de  p  et  de  ^  avec  des  signes  dif- 
ërens ,  c'est-à-dire  Tune  positivement  et  Tautre  négativement  ^ 
;  art.  2g-). 

Donc  en  général  on  donnera  à  la  valeur  de  B  le  signe  am- 
>igu  ±1,  de  même  qu'à  ^E ,  c'est-à-dire  quon fera 

et  qu'on  mettra  di  à  la  place  de  ^E,  et  il  faudra  prendre 
ces  signes  ;  ensorte  que  la  racine 

a 

«oit  positive ,  ce  qui  pourra  toujours  se  faire  de  deux  manières 
différentes  ;  le  signe  supérieur  de  B  indiquera  une  racine  po- 
sitive, auquel  cas  il  faudra  prendre  p  et  ^  tous  deux  de  même 
signes  ;  au  contraire  le  signe  inférieur  de  B  iQdiquera,  une  ra- 
cine négative  ,  auquel  cas  les  valeurs  de  petq  .devront;  être 
prises  de  signes  différens. 

« 

EXEMPLE. 

40.  On  demande  quels  nombres  entiers  il  faudrait  prendre 
pour  ^  et  q,  afin  que  la  quantité 

5P*  —  1 18/77  +  378(j* 

devînt  la  plus  petite  qu'il  est  possible 

Comparant  cette  quantité  avec  la  formule  générale  du  pro- 
blème III  ^  on  aura 

^  =  9,  ^=—  118,  C==37», 
donc 

B^'^4ACz=z5i6; 

d'où  l'on  voit  que  ce  cas  se  rapporte  à  celui  de  l'art.  33.  On 
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fera  donc 

où  Ton  remarquera  d*abord  que  ^/79  >  8  et  <!'  g  ;  d 
que  dans  les  formules  dont  3  ne  s*agira  que  d'avoir  la  rsi 
entière  approchée ,  on  pourra  prendre  sur-le-champ  à  la  pi 
du  radical  ^79  le  nombre  8  ou  g ,  suivant  que  ce  radical  m 
trouvera  ajouté  ou  retranché  des  autres  nombres  de  la  mène 
formule. 

Maintenant  on  donnera  tant  à   B  qu'à  \/E  le  signe  am- 
bigu dz  i,  et  on  prendra  ensuite  ces  signes  tels  que 

^_±:59±:v/79 
9 

soit  une  quantité  positive  1  (art  3g  )  ;  d'où  l'on  voit  qnll  finit 
toujours  prendre  le  signe  supérieur  pour  le  nombre  5g ,  et  que 
pour  le  radical  \/jq  on  peut  prendre  également  le  supérieir 
et  Tinférieur.  Ainà  on  fera  toujours 

et  '^E  pourra  être  pris  successivement  en  plus  et  en  moins. 
Soit  donc  1^. 

i  ^E  =  1/79 

avec  le  signe  positif^  on  fera  (art.  33);  le  calcul  suivant: 
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Je  m'arrête  ici,  parceque  je  vois  que 

Qvii_Çi^    prix  — pi  ^ 

et  que  la  diflTérence  entre  les  deux  numéros  i  et  7  est  paire  ; 
d*où  il  8*ensuit  que  tous  les  termes  suiyans  seront  aussi  1m 
mêmes  que  les  précédens  ;  ainsi  on  aura 


Q'"'=4,  Ç^»»=— 3,  Q"'^=7,  etc.  P 


>tii. 


,P^"»=:ia,etc. 

desorte  qu'on  pourra ,  si  Ton  yeut,  continuer  les  séries  ci- 
dessus  à  l'infini ,  en  ne  faisant  que  répéter  les  mêmes  termes. 

12^.  Prenons  maintenant  le  radical  ^73  ayec  un  signe  néga- 
tif  ^  et  le  calcul  sera  comme  il  suit  : 
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On  peut  s'arrêter  ici ,  puisque  Ton  a  trouvé 

et  que  la  diffévence  des  numéros  9  et  3  est  paire  ;  car  en 
tinuant  Its  séries  on  ne  retrouverait  plus  que  les  mêmes 
qu*on  a  déjà  trouvés.  '  \ 

Or ,  si  on  considère  les  valeurs  des  termes  P®,  P\  P",  P*"  ,elB.I 
trouvées   dans  les  deux  cas^  on  verra  que  le  plus  petit 
ces  termes  est  égal  à — 3;  dans  le  premier  cas ,  c'est  k 
P"*  auquel  répondent  les  valeurs  p*^  et  9"*  ;  et  dans  k 
cond  cas,  c'est  le  terme  P'^  auquel  répondent  les 
p»^  et  q'\ 

D'où  il  s'ensipt  que  la  plus  petite  valeur  que  puisse 
la  quantité  proposée  est  *-  3  ;  et  pour  avoir  les  valevrs  de 
et  q  qui  y  répondent ,  on  prendra  dans  le  premier  cas  les  soi 
br§^  /tA ,  /^* ,  /a",  savoir  7,  1  et  1 ,  et  l'on  en  formera  les 
tion^  prmcipa/i5  convergentes  f,  f,  •^;  la  troisième 

sera  do^  —^  ^  ensorte  que  Ton  aura 

c'est-à-dire  qu^  les  '^leu^s  cherchées  seront 

p=  i5,  9  =  a. 

Dans  le  second  cas  on  prendra  les  nombres  f^,  fJt}p  /t^" ,  ft"S 
savoir  5,  i ,  1 1  3,  lesquels  donneront  ces  fractions  f  »  f>  t> 
^.;  desoi^e  qu^on  aujra 

p^^  =  39.  9^^  =  7; 
donc 

P  =  39,  9  =  7- 

Les  valeurs  qu'on  vient  de  trouver  pour  p  et  9  dans  le  cas  du 
minimum ,  sont  aussi  les  plus  petites  iqu'il  est  possible;  mais 
on  pourra»  si  l'on  VQut^  en  trouver  successivement  d'autres 
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MB  grandes;  car  il  est  clair  que  le  même  terme—- 3  re- 
tndra  toujours  an  bout  de  chaque  intervalle  de  six  termes; 
sorte  que  dans  le  premier  cas  ^  on  aura 

P"'  =  — 3,  P«=— 3,  P«^  =  — 3,  etc. 

dans  le  second , 

/»^  =— 3,  P«  =  — 3,   P^»  =  — 3,etc. 


iBsi  il  n*7  aura  qu'à  former  par  la  méthode  de  Tart.  20 ,  les 
iMïtions 

7,  1,  1,   5,    3,    fl,     1,      ï,       1,       5; 

L     a    JLl    12.   iM    SJJ,    i2A    'JAf     *3gj     1^*91     pfe' 
19  19    A  >  Ht  ^F>  TTi  lit f    197   >    31a  *    jTÏÏ»  >   ^^^' 

I  on  pourra  prendre  pour  p  les  numérateurs  de  la  troisième; 
e  la  neuvième ,  etc.  et  pour  q  les  dénominateurs  correspon- 
ans ,  on  aura  donc 

j9=  i5,  9  =  a,  oup  =  2i36iy  q  =z:3i3^oa^  etc. 

Dans  le  second  cas  les  valeurs  de  /a',  /a",  /a'",  etc.  se- 
mt  5,  1 ,  1 ,  3,  5,1,  1 ,  1,  fl,  3,  5,  1  ,  1,  1,  a,  etcJ. 
arceque 

On  formera  donc  ces  fractions-ci , 
5,1,1,3,     5,      1,    1,      1 ,     a,       3,       5, 

k     Sl     IX      2^     12A       *^5      ISi        69B      1  «  i^       Pftft'S      ?>9fiR      jifM 
i>   i«    A  >    7  '  T7,i  "AT*  TTi   ftli  "â3T>  TTTéfàtîï*  *'^* 
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et  les  fractions  quatrième ,  dixième  ,  etc.  donnetont  les 
leurs  de  p  et  9  ^  lesquelles  seront  donc 

prrSg,  9  =  7,  oup  =  6a25,  (7  =  1118*,  etc. 

De  cette  manière  on  pourra  donc  trouver  par  ordre  tootei 
les  valeurs  de  p  et  q ,  qui  rendront  la  formule  proposée  = 
—  3  ,  valeur  qui  est  la  plus  petite  qu'elle  puisse  recevoir. 
On  pourrait  même  avoir  une  formule  générale  qui  renfermât 
toutes  ces  valeurs  de  p  et  de  (/  ;  on  la  trouvera ,  si  l'on  en  eit 
curieux ,  par  la  méthode  que  nous  avons  exposée  ailleurs  ^  et 
dont  nous  avons  parlé  plus  haut ,  (  art.  35  ). 

Nous  venons  de  trouver  que  le  minimum  de  la  qnanlîfit 
proposée ,  est  *-  3 ,  et  parconséquent  négatif  ;  or  on  poumit 
proposer  de  trouver  la  plus  petite  valeur  positive  que  k 
même  quantité  puisse  recevoir  ^  alors  il  n'y  aurait  qu'à  exa- 
miner les  séries  P^ ,  JP',  P" ,  jP'",  etc.  dans  les  deux  cas, 
et  on  verrait  que  le  plus  petit  terme  positif  est  5  dans  les  dent 
cas  ;  et  comme ,  dans. le  premier  cas ,  c'est  JP'^,  et  dans  le  se- 
cond P"*  qui  est  =  5 1  les  valeurs  de  p  et  de  q ,  qui  doimeroot 
la  plus  petite  valeur  positive  de  la  quantité  proposée  ,  seront 
p*^,  q^^ ,  ou  p*  i  9* ,  ou  etc.  dans  le  premier  cas,  et  p*",  ç"", 
ou  p'*,  9'' ,  etc.  dans  le  second  ;  desorte  que  l'on  aura  par  bi 
fractions  ci-dessus 

p=83,  ^=11,  ou  p=  13291,  ^=1762,  etc. 
ou      p=ii,  9=   2,        p=    1843,  q=  33i,etc. 

.  Au  reste  on  ne  doit  pas  oublier  de  remarquer  que  les  nom- 
bres jea,  fjL\  /Lt"  ,  etc.  trouvés  dans  les  deux  cas  ci-dessus,  ne 
sont  autre  ehose  que  les  termes  des  fractions  continues ,  qui 
représentent  les  deux  racines  de  Téquation 

gx»— ii8x  +  378  =  o. 
Desorte  que  ces  racines  seront 


1 
4 


Additions;  96| 

^3  + etc. 


>  I 


5  +  -  .  t 

'+3  +  4 

^5+  etc. 

èicptessions  qu'on  pourra  continuer  à  l'infini  par  la  simple  re^ 
pétition  des  mêmes  nombres. 

Ainsi  on  voit  par  là  comment  on  doit  s'y.  prendre  pour  ré- 
duire en  fractions  continues  4  les  racines  de  toute  équation  da 
second  degré. 

<  C  O  L  1  é. 

4i .  Euler  à  donné  dans  le  tome  XI  dfes  nouveaux  Coiil- 
Ittentaires  ëe  Pétersbourg  y  une  méthode  analogue  à  la  précé- 
dente j  quoique  déduite  de  priiicipes  un  peu  difFérens ,  pour 
tédfrire  en  fraction  continue  la  racine  d  un; noiïîbtè  quelconque 

•  •  •     • 

entier  non-carré ,  et  il  y  a  joint.uiïe  table  où  les  fractiond  con- 
tinues sont  calculées  pour  tous  tés  nombres  naturels  non-càr- 
és  jusqu'à  120.  Comme  cette  table  peut  être  utile  éh  diiTé- 
[Vites  occasions^  et  surtout  pour  la  solution  des  problèmes 
éterminés  du  second  degré ,  comme  on  le  verra  plus  bas  y 
nous  croyons  faire  plaisir  à  no»  lecteurs  de  ,1a  leur,  présenter 
ici;  on  remari^era  qu'à  chaque  nombre  ràméal ,  il. répond 
deux  suites  de  nombre^  entiers  ;  la  supérieure  est  celle  df  s 
nombres  jP*,— P*,  P'\  —  P''\  etc.  et  l'urférieùre  eU4îel{« 
des  nombres  (jlj  ia\  fi^^,  ft*",  etc. 


•r     ' 
\ 


â.  A  a 


^ 


A  0  D  f  T  I  0  II  i. 


l/fl 
V7 


VII 


. 


|/is 

t/i4 

1/15 
1/17 


V/ao 


1111  etc. 
1  a  a  a  etc. 


1  a  1  d  1  a  t  etc. 
1  1  a  1  a  1  a  etc. 


1111  etc. 
a  4  4  4  ^^c. 


1  a  1  a  1  a  1  etc. 
a  a  4  a  4  a  4  ^^c- 


i'3a3i3a3i  etc. 
aiii4iii4  ^^c* 


i  4  1  4  1  4  1  ^^c* 

a  1  4  1  4  1  4  etc. 


I  1  1  I  etc. 
3  6  6  6  etc. 


1  a  1  a  1 
33635 


a  I  etc. 
3  6  etc. 


1  3  1  3  1  3  1  etc. 
^  a  6  a  6  a  6  ^ic. 


1453-4 
5  1  1  1  i 


1  4334  1  etc. 
6*  1  1  i  1  6  etc. 


I  5  â'  5  1 
3  1  a  1  6 


5  a  5  1  etc. 
1  a  1  6  ètc: 


16161 
3i  6  1  6 


6  i  etc. 
1  6  etc- 


I  1  1  1  I  etc. 
4  8  8  8  8  etc. 


1  ^  1.  a  1 

44848 


a  I  a  1  etc. 
4848  etc. 


.«MriB^i 


1  3  5  a  5 
4  a  i  3  1 


3i35a53L  etc. 
a8ai3ia8  etc. 


14141 
42838 


414^  ^^^- 
3828^  etc. 


1  5434 
4  1  I  a  1 


5  I  5  4  3  4  5  1  etc. 
181  1  a  1  I  8  etc. 


1  6  3  a  3 
4  1  a  4  a 


6i63236i  etc. 
I  8  1  2  4  a  I  8  etc. 


. 


-wt* 


j 


I  -il 


A'Tt)  t  t  T  I  Ô  *  $. 


ift 


1 


• 


y/aS 


V^ 


l/a6 


V/a7 


l/fl8 


1/39 


l/3o 


V/3i 


V/32 


^/33 


t/34 


1/35 


1/38 


V/3g 


V/40 


173717371  etc, 
4  1  3  1  8  1  3  1  8  etc. 


1818181  etc. 
4181818  etc. 


1111  etc. 
5  10  10  10  etc. 


1  â    1  s  1    a  1  etc. 
5  5  lo  5  10  5  10  etc. 


1343    1343    1  etc. 
5323  10  333  10  etc. 


14^54     14554    1  etc. 
53113  10  3113  10  etc. 


i5i5i5i5i  etc. 
5  3  10  3  10  3  10  s  10  etc. 


i6533356    i65  etc. 
5i  i353i  1  loi'i  etc. 


174^1747    1  ®^c. 
5iiiioiiiio  etc. 


1  8  3  8    i  8  3  8    1  etc. 
5i3iioi3iio  etc. 


1939    1,9^9    1  etc. 
5i4iioi4iio  etc. 


1  10    1  10    1  10    1  10  etc. 
5    1  ïo    1  10     1  10    1  etc. 


I     1     1     1     1  etc. 
6  13  13  13  13  etc. 


13     1     3     13     1  etc. 
6  6  13  16  13  6  13  etc. 


1  3     1  3     1  3     1  etc. 
6  4  1^.4  ^^  4  ^^  ^tc. 


14    14    1  4    1  etc. 
63  133  13  3  13  etc. 


1  5  5    1  5  5    1  etc. 
6  3  3  13  3  a  12-  etc. 


16     16     16     1  etc. 
6  3  13  a  13  3  13  etc. 


M-     ,. 


:• 


I 


^ 


A  0  D  f  T  I  o  H  A; 


< 

I/fl 

1111  etc. 
1  a  a  a  etc. 

■■^ 

V/3 

1  a  1  a  1  a  t  etc. 
1  1  a  1  a  1  a  etc. 

t/5 

1111  etc. 
a  44  4  etc. 

^6 

1  a  1  a  1  a  1  etc. 
224^4^4  <^^c- 

Vi 

i'3a3  1  3a5  1  etc. 
a  1  1  1  4  1  1  1  4  e^c* 

v« 

a  1  4  1  4  1  4  etc. 

l^io 

1  1  1  i  etc. 
3  6  6  6  etc. 

vil 

1  a  1  a  1  a  I  etc.                                                      H 
3  3  6  3  5  3  6  etc.                                                   | 

• 

|/ia 

1  3  1  3  1  3  1  etc. 
^  a  6  a  6  a  6  etc. 

.. 

» 

V/i3 

14334143341  etc. 
5i  i  1  1  6*  1  1  i'  1  ff  etc. 

I  5  d'5  1  5  a  5  1  etc. 
3  1  a  161  a  1  6  ètc: 

l/i5 

16161  Ci  etc. 
3  1  6  1  6  1  6:  etc.^ 

1/17 

I  1  1  1  I  etc. 
48888  etc. 

1  ^  i.a  I  a  ]  a  1  etc. 
448484848  etc. 

t 

S/x% 

1  35  a53  1  3  5a  55  1,  etc. 
4^ii3ia8ai3ia8  etc. 

V/ao 

14^4^  4^4^  ^^^' 
42838a8a8.  etc. 

i/ai 

1543451543451  etc. 
4iiaii8i  12118  etc. 

■ 

^/aa 

i63a36i63236i  etc. 
4ia4ai8i24ai8  etc. 

M^ 


A'*  ô  î  T  I  o  *  $; 


ift 


VI. ' 

v/23 

173717:271  etc. 
4  1  3  1  8  1  3  1  8  etc. 

V/24 

1818181  etc. 
4181818  etc. 

1/26 

1111  etc. 
5  10  10  10  etc. 

V/a7 

1  â    1  â  1    ai  etc. 
5  5  10  5  ïo  5  10  etc. 

1/28 

1343    1343    1  etc. 
5323  10  333  10  etc. 

1/39 

14554     14554    1  etc. 
52113  10  3113  10  etc. 

l/3o 

I  5    1  5    1  5    1  5    1  etc. 
5  3  10  3  10  3  10  3  10  etc. 

V^Si 

16533356    i65  etc. 
5  1  1  3  5  3  1  1  10  l'i  etc. 

\/52 

174^1747    1  etc. 
5  1  1  1  10  1  1  1  10  etc. 

|/33 

1  8  3  8    i  8  3  8    1  etc. 
5  1  3  1  10  1  3  1  10  etc. 

t/34 

1939    1939    1  etc. 
5  1  4  1  10  1  4  1  10  etc- 

V'35 

I  10    1  10    1  10    1  10  etc. 
5    1  ÏO    1  10     1  10    1  etc. 

V37 

1     I     1     1     1  etc. 
6  13  13  13  12  etc. 

1/38 

13     1     3     13     1  etc. 
6  6  13  16  13  6  13  etc. 

V3g 

1  3     1  3     1  3     1  etc. 
6  4/^^.4  ^^  4  ^^  ^tc. 

v'40 

14    14    14    *  etc. 
63i33i23ï2  etc. 

V4i 

1  5  5    1  5  5    1  etc. 
6  3  3  13  3  3  13  etc. 

1,,^ 

16     16     16     1  etc. 
63  13"  a  13  3  13  etc. 

37» 


k  n  D  i  1 1  o  n  s> 


-■■"  "  ""*■ 


v/43 

ï/45 
1/48 

V/So 
V/5i 
V/53 
1/53 
1/54 

1/56 

1/57 

»/58 

v/60 

V/6i 


1763939367   176  etc. 
6ii3i5i5ii  iflii  etc. 

18674758   i85  etc. 
6iiiaiii  12211  etc. 


i  54549   194  549  ^94  etc. 
6iasai  iai»2!âi  laiâ  etc. 


1"  10  376535673  10   iio3  ctCr 
6  i3ii262ii3  1  12  i3  etc. 


111211 
6    1  5    1 


1  11  a  11 
la    1  5    I 


1  etc. 
la  etc. 


1  la 
6    1 


1  la 
la    1 


1  la  etc. 
la    1  etc. 


1     1     I     I  etc. 
7  14  14  ^4  etc. 


1  a      1  a      1  a  etc. 
77    147    14  7  etc. 


irikaMita 


1  39  4g  3   139493   1  3  etc. 
74  1  a  1  4  144  ^^  ^7  4  14  4  etc. 

1477  4      ^  47  7  4      147  etc. 
73  1  1  3  143  1  1  3  143  1  etc. 

iSgagS   169396   i5  etc« 
73-1613  1431613  143  etc. 

i656  i656    16  etc. 
7333  14  333  14  3  etc. 
17   17   17   1  etc. 
73  143  14  3  14  etc. 

1  87378   1  8  7  etc. 
711411  14  1  1  etc. 
1907709   196  etc. 
7111111  14  11  etc. 

1  10  5  3  5  10      1  >o  5  etc. 

7    1373    1     i4    1  3  etc. 

111411       1114  etc. 

7    1  3    1    14    1  3   etc. 

1  133496694313.   113  5  etc. 

7  143133734  1  14  14  etc. 


WtÊ^ 


A  1>  D  I  T  I  o  ir  8. 


ZjZ 


1 ..  ■ 

1  i3  â    i3      1  i3  a  etc. 
716      1     14    1  6  etc. 

V/G3 

1  14     1  14     1  ^4  ®^c- 
71    i4    1    14    1  c^c* 

1/65 

1111  etc. 
9  16  16  iG  etc. 

V/66 

1  a      1  a      i  etc. 
8  8    iG  8    iG  etc. 

V/67 

i3679a9763      i36  etc. 
85aii7iia5    iG5a  etc. 

V68 

14     14     1  4  ^^c* 
84    iG  4    iG  4  etc. 

^69 

i54ii3ii4^      i54  etc. 
833    14    i33    16  33  etc. 

t/7o 

iGgSgG    169  etc. 
8  a  1  a  1  a    16  a  1  etc. 

V/71 

1  7  5  11  a  11  5  7      175  etc. 
8aa    17    laa    iGaa  etc. 

1/73 

18      1 8      18    etc. 
8  a    16  a    16  a    etc. 

1/73 

1983389      198  etc. 
8  1  1  5  5  1  1    iG  1  1  etc. 

1/74 

1  10  7  7  10      1  10  7  etc. 
8    111    1    iG    11  etc. 

1/75 

111611      1116  etc. 
8    1  1    1    iG    1  1  etc. 

1/76 

lia  589343985  la      iia5  etc. 
8    iaii545iia    1     iG    la  etc. 

1^77 

i  i3  47  4  ^^     1  .i3  4  etc. 
8    1  3a3    1    16.  1  3  etc. 

Vl^ 

1  i4^  ^4      1143  etc. 
8    1 4    1    iG    1 4  etc. 

•79 

1  i5  a  i5.     1  i5  a  etc. 
8171    iG    17  etc. 

|/8o 

1  16      1  iG      1  16    etc. 
8    1  16      1    iG    1     etc. 

^4 


A  D  D  I  T  I  o  11  i, 


V/Sa 

1     1.    1     1  etc. 
9  18  18  18  etc. 

■  ■q 

1/83 

12      12      12  etc. 
9  9    18  9    18  9  etc. 

v/84 

3  3    1  3    1  3  etc. 
9  6  18  6  18  6  etc. 

f 

^/85 

149  9  4      149  etc. 

94114  18  4  1  etc. 

• 

V8G 

1  5  10  7  11  2  11  7  10  5      1  5  lo  etc. 
93    11    18    11    i3    18  3    1  etc. 

« 

1/87 

1  G      16      16  etc. 
93    18  3    18  3  etc. 

V/88 

179897      179  etc. 
921112    182  1  etc. 

V89 

18  5  5  8      1  8  5  etc. 
9  2  3  3  2    18  2  3  etc. 

V/90 

19      19      1  etc. 
92    i8  2    1*8  etc. 

V/91 

1  10  9  3  i4  ^  9  1^     ^109  etc. 
Qii5i5iii8ii  etc. 

v/ga 

1118747811      1118  etc. 
g    112421    i    18    11  etc. 

i/g3 

1  12  711434117  13      1127  etc» 
9    11     1464111     18    11  etc. 

V/94 

1  i3  6  5  9  10  3  i5  2  i5  3  10  9  5  6  i3 
9    i23i    i5    18    i5    ii32    1 

1  etc. 
18  etc. 

-Vg5 

1  14  5  14   1  i4  etc. 
9    1  2    1  18    1 

^    Vg6 

ii54i5      ii5  etc. 
9    1  3    1    18    1  etc. 

• 

V^g7 

1  16  3  11  89  9«  11  3  16      1  16  etc. 
Qi5iiiii     161181  etc. 

Kg8 

1  17  2  17      1  17  «etc. 
918    i     18    1  etc. 

1  Vgg 

1  18      I  18      1  etc. 
9    1     18    1     18  etc. 

» 

A  D  D  I  T  I  O  11  i»  375 

Ainsi  on  aura^  par  exemple  ^ 

fl+  etc. 

*  a+  etc. 
et  ainsi  des  autres. 


'* 


po    p*     p" 
Et  si  on  forme  les  fractions  convergentes  ^,  ^,   tL-, 

H        H        H 


iiii 


w^i  ^  etc.  d'après  chacune  de  ces  fractions  continues  >  on  aura 


»i        it 


(P°)*  —  a  (  «r)*  =  ï  .  P' — aç* =—  » ,  p»— 29»=  1 ,  etc. 
et  de  même , 

(;»»)•— 3(7»)»=: I,  ^— 3i7*=— a,  p«— 3^=5i,  etc.  etc. 
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PARAGRAPHE  III. 

fiur  la  résolution  des  équations  du  premier  deffri 
à  dei4x  inconnues  en  norrpbres  entiers. 

Addition  pour  le  Chapitre  J, 

/(a.    JLjOR$9U'0]!f  a  à  résoudre  une  équation  de  cette  forme 

oa?—- 6y  =  c, 

où  a,  i^.^  C|  sont  des  noml^fres  entiers  dpnnés ,  positifs  on  n^ 
gatifs^  et  où  les  deux  inconnues  x  et ^  doivent  être  aussi  des 
nombres  entiers ,  il  suilit  de  connaître  une  seule  solution  ,  pour 
pouvoir  en  déduire  facilement  toutes  les  autres  solutions 
possibles. 

£n  effets  supposons  que  l'on  sache  que  ces  valeurs 

satisfont  à  Téquation  proposée ,  «  et  /S  étant  des  nombres  en^ 
tiers  quelconques^  on  aura  donc 

a«6  — iiS  =  c, 
et  parconséquent 

ou  bien 

c(x— £t)— i(j^  — /3)  =  o; 

d*où  Ton  tire 

x  — fit      b 


y-^ 


tu 


ADDITIONS.  377 

Qu'on  réduise  la  fraction  -  à  ses  moindres  termes^  et  8up-« 

posons  qu'elle  se  change  par-là  en  celle-ci  -^,  où  6'  et  q}  se* 
j-ont  premiers  lentre  eu^ ,  il  est  visible  que  Téquatioii 


X 


—  «       b' 


y  —  0      a> 

Qe  saurait   subsister  dans  la  supposition  que  a;-»«t,  y'^^fi 
fioient  des  nombres  entiers ,  à  moins  que  l'on  ait 

jn  étant  un  nombre  quelconque  entier  ;  desorte  que  l'on  aura 
en  général 

m  étant  un  nombre  entier  indéterminé. 

Comme  on  peut  prendre  m  positif  ou  négatif  à  volonté ,  il 

.jBSt  facile  de  voir  qu'on  pourra  toujours  déterminer  ce  nombre 

m  y  ensorte  que  la  valeur  de  x  ne  soit  pas  plus  grande  que 

—,  ou  que  celle  de  ^,ne  soit  pas  plus  grande  que  — ,   (  ab- 

straction  faite  des  signes  de  ces  quantités)  ;  d'où  il  s'ensuit  que 
|d  l'équation  proposée , 

or  — èy==c, 

est  résoluble  en  nombres  entiers;  et  qu'on  y  substitue  succès^ 
sivement  à  la  place  de  x  tous  les  nombres  entiers  tant  positifs 

que  négatifs,  renfermés  entre  ces  deux  limites  —,  ,   on 

en  trouvera  nécessairement  un  qui  satisfera  à  cette  équation  ; 
et  on  trouvera  de  m^e  une  valeur  satisfaisante  de  y  parmi    s 
les  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,   contenus  entre  les 


limites  —,   - 


Q> 


sSy^  ADDITIONS. 

Ainsi  on  pourra  par  ce  moyen  trouver  une  première  9qIii^ 
tion  de  la  proposée ,  après  quoi  on  aura  toutes  les  autres  fat^ 
mules  ci-dessus. 

43.  Mais  si  on  ne  veut  pas  employer  la  méthode  de  tâtoniM* 
ment  que  nous  venons  de  proposer  ^  et  qui  serait  souvent  très* 
laborieuse ,  on  pourra  faire  usage  de  celle  qui  est  exposée  dam 
le  chap.  I  du  traité  précédent ,  et  qui  est  très-simple  et  très- 
directe  f  ou  bien  on  pourra  s*y  prendre  de  la  manière  suivante. 

On  remarquera  ^  1^.  que  si  les  nombres  a  et  ^ne  sont  pu 
premiers  entre  eux  y  Téquation  ne  pourra  subsister  en  nom* 
bres  entiers ,  à  moins  que  le  nombre  donné  c  ne  soit  divisible 
par  la  plus  grande  commune  mesure  de  a  et  b.  Desorte  qn'ei 
■supposant  la  division  faite  lorsqu'elle  a  lieu  ^  et  désignant  hi 
qnotiens  par  a},  b* ^  c^ ,  on  aura  i  résoudre  Téquation 

û'x— i|y  =c', 

où  c*  et  i*  seront  premiers  entre  eux. 

a**.  Qyte  si  Ton  peut  trouver  des  valeurs  Ût  p  et  de  q  ffi 
satisfassent  à  Féquation 

a'p  —  i*<7  =  rdi  1 , 

on  pourra  résoudre  l'équation  précédente  ;  car  il  est  visible 
qu'en  multipliant  ces  valeurs  par  dz  c^,  on  aura  des  valeurs  qoi 
satisferont  à  l'équation 

a*jî  — i^  =  c'; 
c'est-à-dire  qu'on  aura 

Or  l'équation 

c'p  —  ô'ç  =  zfc  I 

«st  toujours  résoluble  en  nombres  entiers ,  comme  nous  l'avoni 
démontré  dans  l'art.  aS-,  et  pour  trouver  lés  plus  petites  w 


ADDITIQlfâU  -35% 

,  Jeurs  de  p  et  de  </  qui  y  peuvent  satisfaire ,  il  n'y  aura  qu*à 

convertir  la  fraction  --  en  fraction  continue  par  la  méthode 

a 

"lOLiâTart.  4>  ^t,en  déduire  ensmte  la  série  des  fractions  prihcU 

-  pa2e5  convergentes  vers  la  même  fraction  -^  par  les  formules 

de  Fart,  lo;  la  dernière  de  ces  iractions  sera  la  fraction  même 


b 


1 


P 


f-^,  et  si  on  désigne  Tavant-demière  par  t-,  on  aura  par  la  Joi 
de  ces  fractions ,  (art.  12)  , 

a}p  —  6*^  =  di  1 , 

le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  le  quantième  de  la  frac- 
tion -  est  pair,  et  l'inférieur  pour  celui  où  ce  quantième  est 
pair. 

Ces  valeurs  de  p  et  de  ^  étant  ainsi  cônnties,  on  aura  donc 
d'abord 

,-  x=x±,pc\  yz=z±:q(^,  ^ 

"et  prenant  ensmte  ces  valeurs  pour  à  et  fi,  on  aura  en  général 
(art.  42),  *  * 


X 


=  ±pc^  +  mb^ ,  y  =  dt  çc*  +  ^0} 


expressions  qui  renfermeront  nécessairement  toutes  les  solu- 
tions possibles  en  nombres  entiers  de  l'équation  proposée. 

Au  reste,  pour  ne  laisser  aucim  embarras  dans  la  pratique  de 
cette  méthode ,  nous  remarquerons  que  quoique  les  nombres  a 
et  b  puissent  être  positi&  ou  négatifs ,  on  peut  néanmoins  les 
prendre  toujours  positivement ,  pourvu  qu'on  donne  des  signes 
contraires  à  x,  si  a  est  négatif,  et  èiy,  sib  est  négatif. 


1S8o 
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EXEMPLE. 

44-  ^our  donner  un  exemple  de  la  lûiétliode  précédente 
nous  prendrons  celui  de  V^rticle  i4  du  chap.  I  du  traité  pn 
cèdent  où  il  8*agit  de  résoudre  Téquation 

changeant  p  en  x  et  9  en  jf  ^  on  aura  donc 


Ainsi  on  feéa 


Sgx  — 56y  =  ii 


û==39,  i  =  56,  c=ii; 


et  comme  56  et  3g  sont  déjà  premiers  entre  eux,  on  aura 

c*  =  39,  6"  =  56,  c»  =  ii. 


On  réduira  donc  en  fraction  continue  la  fraction  --7  =fj 

et  pour  cela  on  fera,  (comme  os  l'a  déjà  pradqaé  dans  l'ai 
ttcle  flo) ,  le  calcul  suivant , 


3q|56 
ï7 


!9 
34 

5 


a 

1' 
1: 


5 
.4 


2d 
2 


Ensuite ,  à  l'aide  des  quotiens  i,  â^  3^  etc.  on- formera  let 
lactions 

<    1    il    £i  ^ 

^  1  >   flj  T*>    16*   3yi 

■if  '     .  - 

i  la  pénultième  fraction  fl  sera  celle  que  nous  ayons  désigtféf 
é 'général  par  ^\  desôrte  qti'on  aura 

p  =  a3,  </  =  iS; 

« 

É- comme  cette  fraction  est  la  quatrième,  et  parconséqiïéni! 
Sun  quantième  pair  ^  il  faudra  prendre  le  signe  supérieur; 
haï  Ion  aura  en  général 

"i-  4  t     . 

X  =  fl3*  1 1 -f- 5Sm,  j^  =  1 6 ^1 1  •(- Syn^ 

■I  pouvant  être  un  nombre  quelconque  entier  y  positif  ott 
*gatif . 

REMARQUE.^ 

« 

».  On  doit  là  première  solution  de  ce  problème  à  Bachet 
\ziruic^  qui  Ta  donnée  dans  ta  seconde  édition  dé  ses  Ré" 
ions  mathématiques ,  intitulées  Problèmes  plaisons  et  dé^ 
ibles  y  etc.  La  première  édition  de  cet  ouvrage  a  paru  en 
ptia,  mais  la  solution  dont  il  »agit  n'y  est  qu'annoncée,  et 
ik»  n'est  que  dans  l'édition  de  i6a4  q^*on  la  trouve  complète. 
Ml  méthode  de  Bachet  est  très-directe  et  très-ingénieuse,' et 
miiUdsse  rien  à  désirer  du  côté  de  l'élégance  et  de  la  généralité. 

^iSIcnis. saisissons  avec  plaisir  cette  occasion  de  rendre  à  ce 
fewant  autour  la  justice  qui  lui  est  due  sur  ce  sujet,  parceqùé 
HMs  avons  remarqué  que  les  géomètres  qui  ont  traité  le  mêm'a 
Itt^èiRit  après  lui,  ii*ont  jamais  fait  aucune  mention  dé  son 

^  Yoiei  en  peu  de  mots  à  quoi  se  réduit  la  méthode  de  Bachet, 
lyres  avok  fait  voir  comment  la  solution  4es  équations  de  la 
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Sorme 

ax  — iy  rrc, 

(a  et  6  étant  premiers  entre  eux) ,  se  réduit  à  celle  de 

or  —  6y  =  ±:  1 , 

il  s'attaclie  à  résoudre  cette  dernière  équation  y  et  pour  ce 
il  prescrit  de  faire  entre  les  nombres  a  et  &  la  même  opérât) 
que  si  on  voulait  chercher  leur  plus  grand  commun  divisev 
(  c'est  aussi  la  même  que  nous  avons  pratiquée  ci-deyant 
ensuite  nommant  c,  d ,  e^f,  etc.  les  restes  provenant  des  d 
ferentes  divisions,  et  supposant»  par  exemple ^rcpm y  soit 
dernier  reste  qui  sera  nécessairement  égal  à  Tunité,  (a  ca 
que  aetb  sont  premiers  entre  eux ,  hyp.  )  »  il  fait ,  lorsque 
nombre  des  restes  est  pair  ^  comme  dans  ce  cas , 

ces  derniers  nombres  jS  et  £&  seront  les  plus  petites  valeurs 

.  Si  le  nombre  des  restes  était  impair,  comme  si  g: était kd 
^er  reste  =  1 ,  adors  il  fwtidrait  faire 

f±i  =T,,--^:=zs, — -— =:J^^  etc. 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  méthode  revient  au  mè 
dans  le  fond  que  celle  du  chap.  premier;  mais  elle  en 
moins  commode  ;  parcequ'elle  demande  des  divisions;  au les 
les  géomètres  qui  sont  curieux  de  ces  matières,  verront  ff 
plaisir  dans  Fouvrage  de  Bachet,  les  artifices  qu'ila  emplcr 
pour  parvenir  à  la  règle  précédente ,  et  pour  en  déàtîrs 
solution  complète  des  équations  de  la  forme 

GX  ^—  by  z=z  e. 
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PARAGRAPHE    IV. 

Téthodô  générale  pour  résoudre  en  nombres 
entiers  les  équations  à  deux  inconnues  p  dont 
rune  ne  passe  pas  le  premier  degrés 

Addition  pour  le  Chcq)itre  IIL 

fS.  i^oit  propiosée  Féquaticm  générale, 

fc+ ix + cy + dt"  -f.  exy  4-yy + gxfy+hx^+kx^y + etc. =0 , 

pma  laquelle  les  coeiliciens  a,  6^  c ,  etc.  soient  des  nombres 
bitiers  donnés ,  et  oH  a;  ety  soient  denx  nombres  indétermîr- 
iâs^  qui  doivent  aussi  être  entiers. 

Tirant  la  valeur  de  y  de  cette  éqnation ,  on  amra 

^ a  +  bx-^  dx^  +fx^  4"  A^  +  >  ctc* 

'^  "^  c  -f-  ex  +  g»*  -f"  ^  >  **c- 

Aineî  la  question  sera  rédtiHe  à  trouver  un  nombre  entier 
M^  étant  pris  pour  x,  vende  le  numérateiir  de  cette  fracâoi» 
bvisible  par  son  dénominateur. 

.  ^^  «apposé 

^  =  c  -f-  ex  +  g^  +  f^  +  >  ®*C' 

!t  qu'on  élimine  x  de  ces  deux  équations  par  les  règles  or- 
Ibiaires  de  Tâlgèbre ,  on  aura  wie   équation  finale  de  cette 
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forme  ^ 

où  lea  coefficitnaf  >/,  B,  C,   etc.  seront  des  fonctions  la* 
tioanelles  et  entières  des  nombres  a,  b,  c,  etc. 


Mamteûant,  puisquey  =^—  ^,  on  aura  aussr  p=:i:—qyi 


P 

9 
desorte  qu'en  substituant  cette  yaleur  de  p,  il  viendra' 

^  — i?y^  +  C9  +  Z>yY  — £p<7y  +  F9»  +  etc.=o, 


où  Ton  voit  que  tous  les  termes  sont  multipliés  par  q ,  à  l'ex-- 
ception  du  premier  terme  A  ;  donc  il  faudra  que  le  nombre  uf 
soit  divisible  par  le  nombre  q ,  aufremenit  il  serait  imposôbli 
que  les  nombres  q  ety  pussent  être  entiers  i  lar  fois^ 

On  cherchera  donc  tous  les  diviseurs  du  nond>ré  entier 

.  .  .  • 

connu  A  f  et  on  prendra  successivement  chacun  de  ces  bri- 
seurs pour  q  ;  on  aura  par  chacune  de  .  ces  suppositions  ona 
équation  déterminée  en  a: ,  dont  on  cherchera  par  Tes  vléûky 
des  connues  ;  les  racines  rationnelles  et  entières^  s*il  y  en  à; 
on  substituera  ensuite  ces  racines  à  la  place  de  x,  etonvern 

si   les   valeurs  résultantes  de  p   et  de  q  seront  telles  que  ^ 

soit  un  nombre  entier.  On  sera  sûr  de  trouver  par  ce  mofct 
toutes  les  valeurs  entières  de  x ,  qui  peuvent  donner  aussi  (kl 
valeurs  entières  pour  j^  dans  Téquation  proposée^ 

De  là  on  voit  que  le  nombre  des  solutions  en  nombres  étr 
tiers,  de  ces  sortes  d'équations ,  est  toujours  nécessairement  1h 
mité  ;  mais  il  y  a  un  cas  qui  doit  être  excepté^  et  qiii  échappa 
à  la  méthode  précédente.    . 

47-  Ce  cas  est  celui  où  les  coeiÉciens  e,  g,  k,  etc.  sonl' 
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nuls ,  ensorte  que  Ton  ait  simplement 

a+bT+dxf'+fi^  +  hx^  +  etc. 

V  = — — r : — ; 

j    •  ■  c 

Or  voici  comment  il  faudra  s'y  prendre  pour  trouver  le» 
valeurs  de  x  qui  pourront  rendre  la  quantité 

I.  a  +  bx  +  djd^  +  fa?  +  hx^+  etc. 

divisible  par  le  nombre  donné  c  :  je  suppose  d*abord  qu'on 
^t  trouvé  un  nombre  entier  n  qui  satisfasse  à  cette  condition  ^ 
il  est  facile  de  voir  que  tout  nombre  de  la  forme  n  ±:  /.  r  y 
satisfera  aussi ,    fc  étant  un  nombre  quelconque  entier;  de 

plus  ^  si  /i  est  ^  • ,  (  abstraction  faite  des  signes  de  rt  et  de  c  )^ 

i\  .  -, 

on  pourra  toujours  déterminer  le  nombre  ijl  et  le  signe  qui  le 

3f 

précède,  ensorte  que  le  nombre  n  dific  devienne  <  -;  et  il 

est  aisé  de  voir  que  cela  ne  saurait  se  faire  que  d'une  seule  ma* 
aière ,  les  valeurs  de  n  et  de  c  étant  données  ;  donc  si  on  dé- 

C 

■^  signe  par  n}  cette  valeur  de  n  ±:/xc,  laquelle  est  <  -,  et  qui 
-.^  «atisfait  à  la  condition  dont  il  s*agit ,  on  aura  en  général 

p  jx  étant  un  nombre  quelconque. 

L^  '    D'où  je  conclus  que  si  on  substitue  successivement,  dans  I A 
î^  formule  a-^  bx-^  dx^  +  f^  +  etc.  à  la  place  de  jc,  tous 

les  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs  qui  ne  passent  pas  -^ 

et  qu'on  dénote  n',  n",  n"*  etc.  ceux  de  ces  nombres  qui 
rendront  la  quantité  a  +  6jc  +  cfcc*  -f-  ^^c.  divisible  par  c  ^ 
tous  les  autres  nombres  qui  pourront  faire  le  même  effets  ser- 
rent nécessairement  renfermés  dans  ces  formules 

71*  ±:f4'c,  71"  ±;f4"c,  n»"  d:f4"'c,  etc. 
2.  Bb 


-  > 
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/u*,  /x",  /u*",  etc.  étant  des  nombres  quelconques    entiers^ 

On  pourrait  faire  ici  différentes  reniarques  pour  faciliter  la 
recherche  des  nombres  n} ,  ti",  n"' ,  etc.  ;  mais  nous  ne  croyons 
pas  devoir  nous  arrêter  davantage  sur  ce  sujet,  d'autant  que 
nous  avons  déjà  eu  occasion  de  le  traiter  dans  un  Mémoire 
imprimé  parmi  ôeux  de  TAcadéniie  de  Berlin  pour  rannée 
176*8  ,  et  qui  a  pour  titre  nouvelle  Méthode  pour  résoudre  les 
problèmes  indéterminés, 

48.  Je  dirai  cependant  encore  un  mot  de  la  'manière  de 
déterminer  deux  nombres  x  et  yj  ensorte  que  la  fraction 

djevienne  un  nombre  entier;  c*est.une  recherche  qui  nous  sera 
fort  utile  dans  la  suite* 

a 

Je  suppose  que  y  et  x  doivent  être  premiers  entre  eux,  et 
<ïue  de  plus  j^  doive  être  premier  à  c,  je  dis  qu'on  pourra  tou- 
jours faire 

x  =  Tiy  —  cz^ 

n  et  z  étant  des  nombres  indéterminés;  car  en  regardant  x, 
y  et  c  comme  des  nombres  donnés ,  on  aura  une  équation  qui 
sera  toujours  résoluble  en  entiers  par  la  méthode  du  ^  III,  à 
cause  que  j^  et  c  n'ont  d'autre  commune  mesure  que  l'unité , 
par  l'hypothèse.  Or  si  on  substitue  cette  expression  de  x  dans 

la  quantité  cy"*  +  by^  r  'x  -f-  Jy"*  ""  *a;*  +  etc.  elle  deviendra 

». 

(a  4"  ^^  +  ^'i*  +  f"'^  +  etc.  )y"* 

—  (i  +  zdn  +  3f/i*  4-  etc.  )  çy"*""  *a 
+  (^  +  3//1  +  etc.  )  cy^-^z*  —  etc. 

-et  il  est  clair  que  cette  quantité  ne  saurait  être  divisible  par 
c,  à  moins  que  le  premier  terme  (a  +  bn-^-dn^  -hfr^  +  etc.)^''* 
ne  le  soit ,  puisque  tous  les  autres  termes  sont  des  multiple* 
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^    de  c.  Donc,  comme  cetj'  sont  supposés  premiers  entre  eux, 
il  faudra  que    la  quantité    a-f-ô/i  +  rf/î^+yTi^  +  etc.    soit 

'     elle-même  divisible  par  c  ;  ainsi  il  ny  aura  qu*à  chercher  par 
la  méthode  de  l'article  précédent ,  toutes  les  valeurs  de  n  qui 

r    pourront  satisfaire  à  cette  condition,   et  alors  on  aura  ea 

:     général 

x::^nj  —  az, 

z  étant  un  nombre  quelconque  entier. 

n  est  bon  d'observer  que  quoique  nous  ayons  supposé  que 
les  nombres  x  et  ^  doivent  être  premiers  entre  eux ,  ainsi  que 
les  nombres  j^  et  c ,  notre  solution  n'en  est  cependant  pas 
moins^  générale  ;  car  si  on  voulait  que  xety  eussent  une  com- 
mime  mesure  « ,  il  n'y  aurait  qu'à  mettre  etx^  et  «ty * ,  à  la 
place  de  07  et  jf ,  et  on  regarderait  ensuite  x*  et^'  comme 
premiers  entre  eux;  de  même  si  y^  et  c  devaient  avoir  un© 
commune  mesure  j8  ,  on  pourrait  mettre  j8y"  à  la  place  de  y^ , 
et  il  serait  permis  de  regarder  y^'^  et  c  comme  premier»  «utre 
eux» 


i 
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PARAGRAPHE  V. 

Méthode  directe  et  générale  pour  trouver  les  va^ 
leurs  de  %f  qui  peuvent  rendre  rationnelles  les 
quantités  de  la  forme 

et  pour  résoudre  en  nombres  rationnels  les 
équations  indéterminées  du  second  degré  à 
deux  inconnues  ^  lorsqlfC elles  admettent  des 
solutions  de  cette  espèce. 

Addition  pour  le  Chapitre  IV* 

*  49*  Je  suppose  d'abord  que  les  nombres  connus  a ^  &»  c, 
soieut  entiers  ;  s'ils  étaient  fractionnaires  ,  il  n'y  aurait  qu'à  les 
réduire  à  un  même  dénominateur  carré  ^  et  alors  il  est  clair 
qu'on  pourrait  toujours  faire  abstraction  de  leur  dénominateur  ; 
quant  au  nombre  x ,  on  supposera  ici  qull  puisse  être  entier 
ou  fractionnaire  y  et  on  verra  par  la  suite  comment  il  faudra 
résoudre  la  question^  lorsqu'on  ne  veut  admettre  que  des  nom- 
bres entiers. 

Soit  donc 

|/(a  -f-  6j:  -f-  ex")  =^, 

»t  l'on  en  tirera 
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desorte  que  la  difficulté  sera  réduite  à  rendre  rationnelle  Ijl 
quantité  l/(4çy*  +  6*  — 4ac). 

5o.  Supposons  donc  en  général  quon  ait  à  rendre  ration* 
nelle  la  quantité  |/(  A^  +  ^  )  ,  c'est-à-dire ,  à  rendre  Ay'^  +  B 
égal  à  un  carré  ^  A  et  B  étant  des  nombres  entiers  donnés  po- 
sitifs ou  négatifs  ^  et  jr  un  nombre  indéterminé  qui  doit  être 
rationnel. 

Il  est  d'abord  clair  que  si  Tun  des  nombres  A  ou  B  était 
=  1 ,  ou  égal  à  un  carré  quelconque  ^  le  problème  serait  ré^ 
soluble  par  les  méthodes  connues  de  Diophante ,  qui  sont  dé- 
taillées dans  le  chapitre  lY  ;  ainsi  nous  ferons  ici  abstraction 
de  ces  cas ,  ou  plutôt  nous  tâcherons  d*y  ramener  tous  les 
autres. 

De  plus,  si  les  nombres  A  et  É  étaient  divisibles  par  des 
nombres  carrés  quelconques  ^  on  pourrait  aussi  faire  abstraction 
de  ces  diviseurs ,  c*est.à-dire,  les  supprimer,  en  ne  prenant 
pour  AetÉ  que  les  quotiens  qu'on  aurait  après  avoir  divisé 
les  valeurs  données  par  les  plus  grands  carrés  possibles  ^  en 
effet ,  supposant 

A  =  a.W,   B=:fi^B\ 

on  aura  à  rendre  carré  le  nombre  A^àt!"^  +  B^fi^i  donc  divi- 
sant par  &" ,  et  faisant 

fi  —y  ^ 

t 

il  s'agira  de  détermine       r  onnue  y^  ;  ensorte  que  A'y  +  B^ 
soit  un  carré. 

D*où  il  s'ensuit  que  dès  qu'on  aura  trouvé  une  valeur  dey 
propre  à  rendre  Ay^  +  B  égal  à  un  carré ,  en  rejetant  des 
valeurs  données  de  -^  et  de  jB  les  facteurs  carrés  «t*  et  iS*. 
quelles  pourraient  renfermer^  il  n'y  aura  qu'à  multiplier  J^ 
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valeur  trouvée  de  y  par  - ,  pour  avoir  celle  qui  convient  à  k 


L*»      I 


quantité  proposée. 

5i.  Considérons  donc  la  formule  Ay^ -^  B  y  dans  laquelle 
j4  et  B  soieixt  des  nombres  entiers  donnés  qui  ne  soient  divi- 
sibles par  aucun  carré;  et  comme  on  suppose  que  y  puisse 

être  une  fraction,  faisons ^  =  -,  p  et  ^  étant  des  nombres  en- 
tiers et  premiers  entre  eux ,  pour  que  la  fraction  soit  réduite  à 
ses  moindres  termes;  on  aura  dette  la  quantité  — ^ — |-  ^  qui 

devra  être  un  carré;  donc  jip^  -|-  Bq^  devra  en  être  un  aussi; 
desorte  qu* on  aura  à  résoudre  Féquation 

en  supposant  p  ,q  etz  des  nombres  entiers. 

Or  je  dis  qu'il  faudra  que  (/  soît  premier  à  ^,  et  que  p  le 
•oit  à  B  ;  car  "si  q  et  A  avaient  un  commun  «Uvîseur ,  il  est 
clair  que  le. terme  j9<7*  serait  divisible  par  le  Carré  de  ce  divi- 
seur ;  et  que  le  terme  Ap^  ne  serait  divisible  que  par  la  pre- 
mière puissance  du  même  diviseur,  à  cause  que  q  et  p  sont 
premiers  entre  eu^,  et  que  A  est  supposé  ne  contenir  aucun 
facteur  carré  ;  donc  le  nombre  Ap^  +  Bq^  ne  serait  divisible 
qu'une  seule  fois  par  le  diviseur  commun  de  q  et  àeA,  par- 
conséquent  ,  il  serait  impossible  que  ce  nombre  fût  un  carré. 
On  prouvera  de  même  que  p  et  B  ne  sauraient  avoir  aucuji 
diviseur  commun. 

Résolution  de  t équation  Ap*  -j-  Bq*  =17^  en  nombres  entiers. 

62.  Supposons  A^lua  grand  que  B,  on  écrira  cette  équa- 
tion ainsi, 

Ap'^r^z'^Bq^, 

et  on  remarquera  que  comme  les  nombres  p ,  </  et  z  doivent 
;étre  entiers,  il  faudra  que  4*  —  Bq*  soit  divisible  par  A. 
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Donc ,  puisque  Aetq  sont  premiers  entre  eux,  (art  précé- 
dent), on  fera ^  suivant  la  méthode  du  ^  lY^  art.  4^  cir 
dessus , 

«  =  n^  —  Aq^ , 
n  et  q^  étant  deux  nombres  enti^ers  indéterniûiés;  cequi  claa-<> 
géra  la  formule  a*  —  Bq^  en  celle-ci , 

(n''^B)q^^2nJqq^  +  J^q^, 

dans  laquelle  il  faudra  que  n^  — ^  J^  soit  divisible  par  A ,  en 

A 

prenant  pour  n  un  nombre  entier  non  >  — •  .     '    ' 

On  essaiera  donc  pour  n  totts  les  nombre^  entiers  qui  ne 

A         , 
surpassent  pas  —,  et  si  on  n*en  trouve  aucun  q«i  rende  »*-*-JÏ 

divisible  paxA,  oi^^n  conclura  jiii>-l«-cliaiap  que  l'équation 

n*est  pas  résoluble  en  nombres  entiers ,  et  qu'ainsi  la  quantité 
Ay^  -^B  ne  saurait  jamais  devenir  un  carré. 

Mais  si  on  trouve  une  ou  plusieurs  valeurs  satisfaisantes  de 
n ,  on  les  mettra  l'une   après  'Vautre  à  là  placé  de  n,  et  bà 
jpoursuivra  le,  calcul,  comme  on  va  lavoir.  r,   o. 

t    Je  remarquerai  seulement  encore  qu'il  serait  inutile  dedo^ 

A  .         r  '    . 

lier  aussi  à  n  des  valeurs  pliisgràndes  qiiè  —  ;  car  nommant  ti*, 

•a 

*\   t  A 

n",  n"*  etc.  les  valeurs  de  n  moindres  <jue —,  qui  rendront 

^         ■ 
n*  —  B  divîsibljBpajr  if ,  tou'tà  les  autres  valeurs  Q.e  zi  qm 
pourront  faire  le  même,  effet,  seront  renfermées^  dansî  ces  for- 
mules, n»  i  |!4» j^  pn"  db  ^">/^  n'"±:|Lt'"^*etc^ 
du  5  IV)  ;  or  siiiistituarit'  ces  valeurs  à  la  place  Idè  h'dàns  jia 


-  •■  .  •  •», 


formule    (n*  —  B)q*  -^nn  Aq  q^  +  A^'q'' ,     c'est  -  à  -  dire 
{nq-r^  Aq" Y  •— JSç*  ^  il  est  clair  qu o»  aura  les  mêmes  résul- 

4 


* 
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tats  que  si  on  mettait  seulement  n\  zi",  n*"  etc.  à  la  plac^ 
de  71,  et  qu'on  ajoutât  à  q^les  quantités  qi/A*</,  h^^  "çi 
-j-  ."»rf  etc.  desorte  que ,  comme  9'  est  un  nombre  indéterminé, 
ces  substitutions  ne  donneraient  pas  des  formules  difFérentei 
de  celles  qu'on  aura  par  la  ^simple  substitution  des  valeurs  n\ 
n" ,  7i"» ,  etc. 

53.  Puis  donc  que  n^^^B  doît  être  divisible  par  A,  soit-i 
le  quotient  de  cette  division^  ensorte  que 

et  l'équation 

Ap^=z^'^Bq''  =  (^n*^B)q*'^QnAqq^'^A''{f, 
itaxkt  divisée  par  ^«.deviendra  celle-ci  » 

.    p'zriAY^finqq'  +  A^, 
ou  A^  sera  nécessairement  moindre  que  ^^  à  cause  que 

et  que  B'^A^  et  n  non  >  — . 

Or  1**.  si  A^  est  un^  nombre  carré,  il  est  clair  que  cettt 
équation  sera  résoluble  par*  les  méthodes  connues,  et  l'on  ei 
aura  la  solution  la  plus  simple  qu'il  est  possible^  en  faisant 

9'  =  o,  7=1,  fz=iy/A\ 

2**.  Si  A^  n'est  pas  égal  à  un  carré ,  on  verra  si  ce  nombn 
est  moindre  que  i? ,  ou  au  moins  s'il  est  divisible  par  un  nom- 
bre quelconque  carré ,  ensorte  que  le  quotient  soit  moindri 
que  jB  ,  abstraction  faite  des  signes  *,  alors  on  multipliera  tout 
l'équation  par  ^' ,  et  l'on  aura,  à  cause  de  A  A"  — /i^=— ^ 

AY  —  {^A'q^TMfy^Bq^\ 
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teorte  qu'il  faudra  que  Bq^  -f-  A^p^  soit  un  carré  ;  donc  diyi- 
mt  par  p^  et  faisant 

1  au^a  à  rendre  carrée  la  formule  By^  +  ^>  laquelle  est^ 
3mme  Ton  voit,  analogue  à  celle  de  l'article  a.  Ainsi ^  si  C 
Dntient  un  facteur  carré  ^,  on pt)urra  le  supprimer^  en  ayant 
tention  de  multiplier  ensuite  par  y  la  valeur  qu'on  trouvera 
3ur  y^ ,  pour  avoir  sa  véritable  valeur  ;  et  l'on  aura  une  for- 
ule  qui  sera  dans  le  cas  de  celle  de  l'article  5i ,  mais  avec 
îtte  différence  que  les  coefficiens  .^  et  C  dp  celle-ci  seront 
Loindres  que  les  coefficiens  A  et  B  àt  celle-là. 

54.  Mais  si  A^  n'est  pas  moindre  qpie  B^  nine  peut  le  devenir, 
L  le  divisant  par  le  plus  grand  carré  qui  le  mesure ,  alors  oxv 
ra 

substituant  cette  valeur  dans  l'équation,  elle  deviendra 


1 1 


i  ■  '  .•  .  ■""■■■; 

n}z=:n — vA\ 

1 

:^» = >rfv» —Mv  +  A= ^!-^. 

On  déterminera ,  ce  qui  est  toujours  possible ,  le  nombre 

A^ 
itier  V ,  ensorte  que  n}  ne  soit  pas  >-  — ,  abstraction  faite  des 

Zék 

gnes ,  et  alors  il  est  clair  que  ^"  deviendra  ^  ^' ,  à  cause  d^ 


-f"=:^:=^ 
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On  fera  donc  ici  le  même  raisonnement  que  nons  é 
fait  dans  Tarticle  précédent ,  et  si  ^"  est  carré  »  on 
là  résolution  de  Téquation;  si    >if^*  n'est    pas   carré, 
^u'il  soit  «^  ^  ou  qu'il  le  devienne  y  ktsixA  diyisé  par  un  c; 
on  multiplieni  réqoation  par  A^^^  et  oa aura; en  faislant 

H 

la  formule  B^  -f*  ^>  <pû  devra  être  un  carré  \  et  dans  laq 
les  coefliciens  B  et  C,  (après  avoir  supprimé  dans  Cïe 
viseurs  carrés I  s'il  y  en  a),  seront  moindres  que  ceux* 
jEç^rmiile  .^ 4- ^  de  l'art.  5i.  . 

Mab  si  ces  cas  n'ont  pas  lieu^  on  fera^  comme  ci-dess 


• . 


et  réquation  se  changera  en  celle-ci , 


ou 
et 


V.       m.     .  iiiiii 


À'''  =  ^»V*  —  anV  +  >  =  - 


—  ^ 


ni 


4  •        •     I  • 

On  prendra  donc  pour  r^  un  nombre  entier,  tel  que  n 
soit  pas  > ,  abstraction  faite  des  signes  ;  et  comnleJS 


pas  >  4^\  (Ayp.)*  A  s'ensuit  Péréquation 


-<»•=;'=:"- ^ 


li 
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^  A^^^  sera  <^A^^\  ainsi  on  pourra  faire  derechef  les  mêmes 
Lsonnemens  que  ci-dessus,  et  on  en  tirera  des  conclusions 
xiblables,  et  ainsi  de  suite. 

Maintenant,  comme  les  nombres  A^  A\  A^^  ;  >j("*  etc. 
rment  une  suite  décroissante  de  nombres  entiers,  ^  est  visi- 
e  qu'en  continuant  cette  suite ,  on  parviendra  nécessairement 
■wn  terme  moindre  que  le  nombre  donné  B\  et  alors  nom- 
ant  ce  terme  C,  on  aura,  comme  nous  l'ayons  vu  ci-dessus, 

formule  By^  +  <?  à  rendre  égale  à  un  carré.  Desorte^  que 
iT  les  opérations  que  nous  venons  d'exposer,  on  sera  totijours 
sure  de  pouvoir  ramener  la  formule.  Ay^  -f-  ^  à  une.  autre    , 

us  simple,  telle  que  By^  +  C,  au  moins  si  le  problème  est 
tsoluble. 

55.  Or ,  de  même  qu'on  a  réduit  la  formule  Ay'^  -f-  ^  à 

ille-ci  By^  +  C,  on  pourra  réduire  cette  dernière  à  cette 

atre-ci^  Cy^-}-  D,  oùP  sera  moindre  que  C,et  ainsi  de  suite; 
t  comme  les  nombres  A ,  B ,  C,  D  etc.  forment  une  série 

air  que  "dette  série  ne 
ourra  pas  aller  à  Tinfîni ,  et  qu'ainsi  l'opération  /Jer^.^ujours 
iécessairement  terminée.  Si  la  question  n'admet  point  de  solu- 
ion  en  nombres  rationnels  ,  on  parviendra  à  une  condition  im- 
possible ;  mais  si  la  question  est  résoluble,  on  arrivera  toujours 
i  une  équation  semblable  à  celle  dé  l'art.  53,.  et  .ou'l'im  des 
coefficiens,  comme  A^ ^  sera  carré;  ensorte  qu'elle  sera  sus- 
ceptible des  méthodes  connues;  or  cette  équation  étant  réso- 
lue, on  pourra,  en  rétrogradant,  résoudre  successivement 
toutes  les  équations  précédentes,  jusqu'à  la  première 

Eclaircissons  cette  nlétliode  par  quelques  exemples 


r 
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EXEMPLE     I. 

56.  Soit  proposé  dp  trouver  une  valeur  rationnelle  de  x 
telle  que  la  formule  7  +  iSx  -f-  ^^^  devienne  un  cairé 
(Yoy.  chap.  lY^  art.  67  du  traité  précédent.) 

On  aura  donc  ici 

a  =  7,  6=  i5,  c  =  i3; 
donc 

desorte  qu'en  nommant^  la  racine  du  carré  dont  il  s*agit,  « 
aura  la  Sonnule  4*  i3y*  — '  i3g  qui  devra  être  on  carré  ;  ainsi 
aura 

^  =  4.13,  i?=— 139, 

où  l'on  remarquera  d'abord  que  A  est  divbible  par  le  carré 
desorte  qu'il  faudra  rejeter  ce  diviseur  carré  et  supposer  si 
plement  ^=  i3;  mais  on  se  souviendra  ensuite  de  diviser  ] 
a  la  valeur  qu'on  trouvera  pour  jr^  (art.  5o). 

On  aura  doçc  ^  en  faisant  jr =-/  l'équation 

i3p*  _  iSgç*  =  a*, 
ou  bien,  à  cause  que  139   est  >  i3,  on   fera  jr  =  2,  pc 
avoir  —  iZ^jf  +  139*  =  z*,  équation  qu'on  écrira  ainsi , 

—  i39p*  =  a*  — i3ç*. 
Onfera^(art.  5a), 

et  il  faudra  prendre  pour  n  un  nombre  entier  non  >- 
c'est-à-dire  <^70,  tel  que  n*»-  i3  soit  divisible  par  iSg 
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[onzie 

n*—i3=iSG8=  139.1a; 

[esorte  qu'en  faisant  la  substitution  et  divisant  ensuite  par 
-^  i3q,  on  aura  l'équation 

p*  =  —  la  9*  +  3.4199*  —  1399». 

Or,  comme  —  la  n'est  pas  un  carré,  cette  équation  n'a 
pas  encore  les  conditions  requises;  ainsi,  puisque  la  est  déjà 
moindre  que  i3 ,  on  multipliera  toute  l'équation  par  —  la ,  et 
elle  deviendra 

—  lap*  =  (— 139  +  4iq  y  —  139» , 

desorte  qu'il  faudra  que  139*—  lap*  soit  un  carré,  ou  bien,  en 
taisant  ^=jr,  que  i3^  —  la,  en  soit  un  aussi. 

r 

On  voit  ici  qu'il  n*y  aurait  qu'à  faire  y  =  1  ;  mais  comme 
ce  n'est  que  le  hasard  qui  nous  donne  cette  valeur,  nous  allons 
poursuivre  le  calcul  selon  notre  méthode ,  jusqu'à  ce  que  l'on 
arrive  à  une  formule  qui  soit  susceptible  des  méthodes  ordi- 
naires. Comme  la  est  divisible  par  4>  je  rejette  ce  diviseur 
carré ,  en  me  souvenant  qiie  je  dois  ensuite  multiplier  la  valeur 

àey^  par  a;  j'aurai  donc  à  rendre  carrée  la  formule  i3y^— 3^ 
ou  bien ,  en  faisant  j^  =  - ,  f  on  suppose  que  r  et  's  sont  des 
nombres  entiers  premiers  entre  eux,  ensorte  que  la  fraction 
-soit  déjà  réduite  à  ses  moindres  termes ,  comme  la  fraction 

2\  celle-ci  i3i*  ~  5s^  ;  soit  la  racine  a* ,  j'aurai 

«t  je  ferai 

»»=:7iM— .i3*% 
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m  étant  un  nombre  entier  non  >  ^ ,  c'est-à-dire  <C  7  >  ' 
tel  que  m*  +  5  soit  diviciblc  par  i3;  or  je  trouve  m=  G,  ci 
qui  donne 

m*  +  3  =  39  =  i3.3; 

i 

donc  substituant  la  valeur  de  a*  et  divisant  toute  Téquatioi 
par  i3^  on  aura 

Comme  le  coefficient  3  de  5*  n'est  ni  carré  ni  moindre  q« 
eelui  de^^  dans  l'écpiatiion  précédente ,  on  fera^  (art.  54)» 

et  substituant  Ton  aura  la  transfon;t%ée 

I*  =3i** -.2(5  — 3/ui)5V  ,+J3/^--a. 6/^4-13)  J*; 

on  déterminera  (a  ,  ensorte  que  Ç  —  3^  ne  soit  pas  ^  |^  et 

est  cldr  qull  &udra  faire  fc  =!=  â,  ce  qui  donne 

»  ■ 

6^--SfAB£:0; 

et  réquation  deviendra 

i*  =  35*  + A 

laquelle  est,  conune  l'on  voit,  réduite  à  l'état  demandé,  pui 
que  le  coefiBcient  du  carré  de  Ihuie  des  âe«z  indéterminé 
du  second  membre  est  aussi  un  carré» 

On  fera  donc ,  pour  avoir  la  solution  la  plus  simple  qi 
est  possible^ 

-$"  =:  o ,  ^*  =  1 ,  r:;=z  i  ; 
donc 

•t  de  là 

-       ""     .1. 
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maïs  nous  avons  vu  qu'il  faut  multiplier  la  valeur  de  y^  par 
s;. ainsi  on  aura 

donc ,  «n  rétrogradant  toujours^  on  aura  i-=  i ,  donc  9*=p; 
donc  l'équation 

donnera 

(— ia(/  +  4i/))»=p»; 

donc 

—  i2(/4..4ip=p,  ou  iaç  =  4op; 

donc 

J'— p— la—   3> 

inaîs  comme  il  faut  diviser  la  valeur  de  ^  par  fl ,  on  aura  ^=f  î 
ce  sera  le  côté  de  la  racine  de  la  formule  proposée  7  +  iSx 
+  i3a7*;  ainsi  faisant  cette  quantité  =  -^^  on  trouvera  par 
la  résolution  de  l'équation , 

d  oà 

X —  39>    OU ^. 

On  aurait  pu  prèn<ke  aussi 

—  iaç  +  4ip=:~p, 
tt  Ton  aurait  eu 

y  —  zi  —  T^' 
P 

et  divisant  par  a  / 

i^iMutdoue 

7  +  i5x+i3x»  =  (H)*â 
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on  trouvera 

a6a:  +  i5  =  ±:î; 
donc 

«=— |i,  ou  =--î. 

«  Si  on  Tonlait  avoir  d'antres  yalenrs  de  j:,  il  n*y  aurait 

chercher  d'antres  solutions  de  l'équation  r*==3î^^5* 
quelle  est  résoluble  en  général  par  les  méthodes  connues; 
on  peutanssi>  dès  qu'on  connaît  une  seule  yaleur~3e  x^  ei 
duire  immédiatement  toutes  les  autres  valeurs  satisfaisante 
X  par  la  méthode,  cpqiliquée  dans  le  chapitre  lY  du  t 
précédent. 

kemarq'ue: 

9 

57.  Supposons  en  général  que  la  quantité  a  -f-  &^  4 
devienne  égale  à  un  carré  g*,  lorsque  x  =/'^  ensorte  que 
ait 

donc 

desorte  qu'en  substituant  cette  valeur  dans  la  formule  propo 
elle  deviendra 

Qu'on  prenne  g  +  wi  (  a?  — f)  pour  la  radne  de  cette  qt 
tité,  m  étant  un  nombre  indéterminé,  et  Ton  aura  Téquat 
g*+ft(a7— /)4.c(x*— /•)=rg*  +  5jmgr(x— /)+m-(a;— 
c'est-à-dire  en  effaçant  g^  de  part  et  d'autre,  et  divisant 
suite  par  x  —  /", 

i  +  c  (a; +/)  =  amg  +  m*(a:  — /)  ; 

d'où  l'on  tire 

^^fi^^  —  ^^rn  +  b  +  çf 


Tn/'-^c 
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Et  il  est  claii"  q\x  à  cause  du  nombre  indéterminé  rn,  cette  ex- 
pression de  X  doit  renfermer  toutes  les  valeurs  qu'on  peut  don- 
ner à  j;,  pour  que  la  formule  proposée  devienne  un  carré; 
car  quel  que  sôit  le  nombre  carré  auquel  cette  formule  peut 
être  égale ,  il  est  visible  que  la  racine  de  be  nombre  pourra 
toujours  être  représentée  par  g  +  m  (x — f) ,  en  donnant  à  m 
une  valeur  convenable.  Ainsi  quand  on  aura  trouvé  par  la  mé- 
thode expliquée  ci-dessus  une  seule  valeur  satisfaisante  de  a;,. il 
n'y  aura  qu'à  la  prendre  pour  y,  et  la  racine  du  carré  qui  en 
résultera,  pour  g  ;  l'on  aura  ,  par  la  formule  précédente,  tou-* 
tes  les  autres  valeurs  possibles  de  x. 

Dai^s  l'exemple  précédent  on  a  trouvé 


ainsi  on  fera 
et  l'on  aura 

5      r « 

• 

de 

_^  ig  -*^  lom-^am* 

c'est  l'expression  générale  des  valeurs  rationnelles  ae  jî  ,  qui 
peuvent  rendre  carrée  la  quantité  7  -f-  i5x  +  iSo:;** 

EXEMPLE     II* 

58.  Soit  encore  proposé  de  trouver  une  valèuif  rationnelle 
de  y  y  telle  que  aSy*  -«-  5  soit  lin  carré; 

Comme  aS  et  S  ne  sont  divisibles  par  auciin  notnbre  carré  ^ 
il  n'y  aura  aucune  réduction  à  y  faire*  Ainsi  en  faisant 

il  faudra  que  la  formule  a3p*  —  5^*  devienne  Un  carré  «*  ;  de 
soi:te  qu'on  aura  l'équation 


Ai 


C% 
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On  fera  donc 

z  =  n^  —  aSq^ , 

«t  il  faudra  prendre  pour  n  un  nombre  entier  lum  "^^ ,  ul 
qiie  n*  +  S  soit  divisible  par  a3.  Je  trouve  »  =:  8  j  ce  qui  doj;uie 

et  cette  valeur  de  n  est  la  seule  qui  ait  les  condttîooa  requises. 
Substituant  donc  iq  — *  a3q*  à  la  place  de  z^  divisant  tonte 
Féquation  par  a^  ,  j'aurai  celle*ci , 

l^  =  5q^—Q.8qq'  +  ^Zq\ 

dans  laquelle  on  voit  que  le  coefficient  3  est  déjà  moindre  que 
la  valeur  de  B  qui  est  5 ,  abstraction  faite  du  signe. 

Ainsi  on  multipliera  toute  l'équation  par  3 ,  et  l'on  aura 

5/>*=(3(/  — BçO'  +  S^*; 
desorte  qu'en  faisant  —  =y , 

il  faudra  que  la  Formule  —  5y*  +  5  soit  un  carré ,  où  les  cocf- 
ficiens  5  et  3  n'admettent  aucune  réduction. 

Soit  donc^  =  -,  (r  et  ^  sont  supposés  premiers  entre  eux, 

au  lieu  que  q^  et  p  peuvent  ne  pas  l'être) ,  et  l'on  aura  à  rendre 
carrée  la  quantité  —  5r*  +  3^*  '>  desorte  qu'en  nommant  U 
racine  z^^  on  aura 

—  5r*  +  3^*  =:2i%  et  de  là—  5r*  =â*  —  3s*. 
On  prendra  donc 

z^  :=3  ms  *\'  Ss  p 

\ 

«t  il  faudra  que  m  soit  un  nombre  entier  non  >  | ,  et  tel  que 
m^  —  3  soit  divisible  par  5  *,  or  c'est  ce  qui  est  impossible  v  car 
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CVfi  iiè  poîin^ait  prfcndre  que  771=1  ou=â^  ce  qui  donne 

m* -^3  =—^2  oîi  =  i. 

Aiizisî  Ob  eh  doit  tondtire  que  leproblèm«  n'eit  pasrésoluUe^ 
c'est^-diré  i^*il  est  iihpofisible  que  la  forrotile  aS^y*  —  Spuiss» 
jamais  détenir  égale  à  un  nombre  carré  ^  quelque  noinibn  que 
l'on  eubdtitiie  à  la  {jace  de^. 

COROtLAlREw 

59.  Si  6n  avait  tine  équation  quelconque  du  second  depé 
k  deuk  inconnues ,  telle  que 

a  +  èx  -f-  cy  +  dj^  -f~  ^^  "^fy*  —  ^  > 

et  qtie  l'on  proposât  de  trouver  des  valeurs  rationnelles  de  dû 
et  y  qui  satisfissent  à  cette  équation,  on  y  pourrait  parvenir, 
lorsque  cela  est  possible^  par  la  méthode  que  nous  venônt 
l'exposer. 

£n  effet,  si  on  tire  la  vàletir  dey  en  o^ ,  on  aura 

ûfy  +  ex  +  c^{/i(^c  +  exy-^4fia+bx  +  dx^)), 
»U  bien  en  faisant 

îcsorte  que  la  question  sera  réduite  à  trouver  des  valeurs  dô 
c  qui  rendent  rationnel  le  radical  v/(*  +^a;  +  5/X*). 

HEMARQUE» 

60.  Nous  avons  déjà  traité  ce  niême  sujet ,  liiais  d*Une  lUà^ 
lière  un  peu  différente  ,  dans  les  Mémoires  de  t Académie  des 
iciences  de  Berlin  pour  l'année  17671  et  nous  croyons  être  les 
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premiers  qui  ayons  donrté  une  méthode  directe  et  exenipté  âé 
tâtonnement  pour  la  solution  des  problèmes  indéterminées  dil 
second  degré.  Le  lecteur  qui  sera  curieux  d'approfondir  cette 
juadère,  pourra  consulter  les  Mémoires  cités,  où  il  trouvera 
•UTtout  des  i^emarques  nouvelles  et  importantes  sur  la  recher- 
che des  nombres  entiers  qui,  étant  pris  pour  n,  peuvent  ren- 
dre n*  —  ^  divisible  par  A,  AeXB  étant  des  nombres  donnés. 

On  trouvera  aussi  dans  les  Mémoires  pour  les  années  1770 
et  suivantes,  des  recherches  sur  la  forme  des  diviseurs  dei 
nombres  représentés  par  z*  —  Bq^\  desorte  que  par  la  forme 
méme-du  nombre  A ,  on  pourra  juger  souvent  de  Timpossibi' 
lité  de  r équation 

Afz=i%^^Bq^^ 
•ù  Ayl  rjr.B  ==  à  un  carré ,  (  art.  5a). 
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PARAGRAPHE    VI. 

Sur  les  doubles  et  triples  égalités^ 


I     . 


^.  «  ■  (• 


61.  Il  ous  traiterons  fcl  en  peu  de  mots  des  doublés  el 
triples  égalités ,  qui  sont  d'un  usage  très-fréquent  dans  l'ana- 
lyse de  Diophante^  et  pour  la  solution  desquelles  ce  grand 
géomètre  et  ses  commentateurs  ont  pru  devoir  donner  des 
règles  particulières. 

Lorsqu'on  a  une  formule  contenant  une  ou  plusieurs  incon- 
nues à  égaler  à  une  puissance  parfaite ,  comme  à  un  carré  ou 
à  un  cube,  etc.  cela  s'appelle,  dans  l'analyse  de  Diophante, 
une  égalité  simple  ;  et  lorsqu'on  a  deux  formules  contenant  Ta 
même  ou  les  mêmes  inconnues  à  égaler  chacune  à  des  puis- 
sances parfaites^  cela  s'appelle  une  égalité  double^  et  ainsi  de 

suite.  ;.:-jt    :  ;  . 

Jusqu'ici  on  a  vu  comment  il  faut  résoudre  tes  égalités  sim^- 
ples  où  l'inconnue  ne  passe  pas  le  second  degré  ^  et  où  la 
puissance  proposée  est  la  seconde,  c'est-à^irele  carré. 

Voyons  donc  comment  ou  dcdt  traiter  lea  égalités  doubles  et 
triples  de  la  même  espèce. 

Çql^  Soit  d'abord  pressée  cette  égalité  doublée  ^ 

a  -f-  Sx  =  à'  pn  carré^ 
c  -f-  cEr  =  à  un  carré , 

où  l'inconnue  a:  ne.  se  trouve  ^u'au  premier  degré. 
Faisant  a  +  &^  ==  i*  «t  c  +  dx=:  u*,.et  chassant  x  de 
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ces  deux  équations ,  on  aura 

iKÎ  —  ic  =  rft* -r- 5u*; 
donc 

rft»  =  ftu*  +  ad— rftc, 
et 

{dty  =  dbu^  +  (^ad  —  bc)d; 

desorte  qnèladifficuité  sera  réduite  à  trouver  une  valeur  tsh 
tionnelle  de  u,  telle  que  dbu^  +  ad^  — r  bcd  devienne  un  carré. 
On  résoudra  cette  égalité  simple  par  la  métl^ode  exposée  ch 
^essuB  y  çt  connaissant  ainsi  u  on  aura 


u* 


a 
Si  régjalité  doublée  était 

fltp*  +  ix  =  à  un  carré 
cr*  4- c2x  3r  à  un  carré . 

il  n'y  aurait  qu'à  £a|ire 

1 

a;* 

çt  multiplier  ensuite  Tune  et  l'autre  formule  par  le  carré  3^^ 
pn  aurait  ces  deipc  autres  égalités 

a-+-  ia7=  à  un  cairré,  ç  'j'  dx  =à  un  carré j^ 

qui  sont  semblables  aux  précédentes* 

Ainsi  on  peut  résoudre  en  général  toutes  les  égalités  doubles 
où  l'inconnue  ne  pas§e  pas  le  premier  degré  j,  et  celles  où  Tin-. 
connue  se  trouve  dans  tous  les  termes ,  pourvu  qu'elle  ne  passe 
pas  le  second  degré  ;  mais  il  n'en  eçt  pas  de  même  Iprsque  Vp^ 
à  de^  égalités  de  cette  forn^e , 

a  +  ij?  -f-  c,T*  =  à  un  carré 
•  if-  iSx  -f-j/or*  ==  à  lin  c^x:r4« 
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Si  on  résout  la  première  de  ces  éjgalités  par  >ijotrepiétiiode^ 
et  qu'on  nomme  yia  valeur  de  x  qui  rend  a  +  ix  •+•  co;*  ==  au 
carré  ^,  on  aura  en  général,  (art.  67), 

/m*  —  Qgm  +  i  +  cf" 

donc  substituant  cette  expression  de  x,  dans  l'autre  formule 
«6  +•  i8x-|-  7X*,  et  la  multipliant  én^te  pat  {m*—  cy,  on 
aura  à  résoudre  T  égalité 

«(m*  —  cy  +& {m^  — .  c)  (/m*  —  agm  +  A  +  gf) 
+  >  (/''*''  "^  ^S"^  +  i  +  çf  )*  =  à  un  carré , 

dans  laquelle  Inconnue  m  itoonte  au  quaLtHème  degré. 

Or  on  n'a  jusqu'à  présent  aucune  règle  générale  pour  ré- 
soudre ces  sortes  d'égalités^  et  tout  ce  quon  peut  f^re,  c'est 
de  trouver  successivement  différjBntes  solutions,  lorsqu'on  en 
connaît  une  seule.  (Voyez  Je  chapitre  IX. ) 


1   ■ .  •' » 


j  i .  « 


63.  Si  on  avait  la  triple  égalité  ; 

or  +  Jy  ^ 

ex -+•  iy  >  ±Èfe  ànâ  carré|  ^» 

Ax  +  Ay  ; 

on  ferait  .'*  ^  Il-':i»>  * 

ax  +  Jy  =  t*,  cx-{-€fy  =  u*,  Ax-f-J^isài^/»- 

et  chassant  x  de  cesffeRnsréqiaëo^^-oi^^urait  celle-ci, 

aeiorte  qu  en  faisant 

u 

■•  ■  ■     t  • 
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la  difficulté  8e  réduirait  à  résoudre  1*  égalité  simple  j| 

ck  —  bh  ^      ck  — f  dh       ,  - 

--, ,2*  —  -T r  =  2^  un  carré . 

ad — ^cp  ad'^^cb 

laquelle  est  y  comme  Ton  voit  ^  dans  le  cas  de  aotre  métboJQ 
générale. 

Ayant  trouvé  }a  valeur  de,  £«  on  aur^ 

u  =  te, 

t        ■        * 

et  les  deux  premières  équations,  donneront 

àd^^cb    *  y      ad — cb 

«  •  *  ■ 

Mais  si  la  triple  égalité  proposée  ne  contenait  gu^une  seule 
yariable ,  oi^  retomberait  alors  dans  uiie  égalité  où  l'inconnue 
monterait  au  guatrièp^e  degré. 

^  ...  .Ji'-,.  • 

En  effet,  il  est  clair  que  ce  cas  peut  sç  déduire  du  précédent^ 
en  faisant  ^        .   •  '     « 

«  * 

desorte  qu*il  faudra  que  Ton  ait 

oa*  —  c       " 


^d  —  çb. 
et  parçônaéqiiènf   ; 


•T  -  — 


ad  —  cô 

Or  nomimàhty"  une  dés  valeurs  dè-z  qui  peii^yeut  satisfaire  4 
Végalité  ci'dessus;  et  faisant,  pour  abréger , 

çA— r  bh 
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a  aura  en  général^  (art.  5y), 

%  —  — , 

m*  —  c 

Donc  y  substituant  cette  yaleur  de  z  dans  la  dernière  égalité. 
:  la  multipliant  toute  par  le  carré  de  m^  -^^  e ,  on  aura  celle-^ïî^ 

— — ^! —      Il  •'-••»■ — .4  —  ==  a  un  carre , 

I.  Tinconnue  m  monte ,  comm^  l'on  yoit^  au  quatrième  de^ê« 


ij>»^'^"^*w'^  <ri»pn^i^i^i^.<»i 


) 
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PARAGRAPHE    VII 

Méthode  directe  et  générale  pour  trouper  t 
les  valeurs  dey  exprimées  en  nombres  ent 
par  lesquelles  on  peut  rendre  rationnelU 
tfuantîtés  de  la  fornie. 

V/CA^  +  B), 

k,  etlS  étant  des  nombres  entiers  donnée 
pour  trouver  aussi  toutes  les  solutions  poss 
en  nombres  entiers  des  équations  indéterrm 
du  second  degré  à  deux  inconnues^ 

* 

Addition  pour  le  Chapitre  VI ^ 

64.  v^uoiQUE  par  la  métaode  du  5  V  on  puisse  ti 
des  formules  générales  qui  renferment  des  valeurs  ration 
de^,  propres  à  rendre  Ay"^  +  B  égal  à  un  carré,  cèpe 
ces  formes  ne  sont  d'aucun  usage ,  lorsqu'on  demande  { 
des  valeurs  exprimées  en  nombres  entiers;  c'est  poi 
nous  sommes  obligés  de  donner  ici  une  méthode  pa 
lière  pour  résoudre  la  question  dans  le  cas  des  no 
entiers. 

Soit  donc 

-/(y*  4-^  =  or; 

et  comme  A  et  B  sont  supposés  des  nombres  entiers  ^  et 
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Soit  être  aussi  un  nombre  entier ,  il  est  clair  que  x  devra  être 
[pareillement  entier;  déserte  qu'on  aura  à  résoudre  en  nopabrei^ 
entiers  l'équation 

a:»  ^  cy»  =  J?. 

Je  commence  par  remarquer  ici  qi!ie  si  B  n'est  divisible  par 
ftucun  nombre  carré ,  il  faudra  nécessairement  <ptey  soit  pre^ 
nier  kB-,  car  supposons  ;i  s'il  est  possible  ;,  ^^y  ^t  j9  ^ient 
■ne  commune  mesure  a,  ensorte  que 

y  =  Ay,B=AB^\ 
lonc  on  aura 

Voù  il  s'ensuit  qu'il  faudra  que  x*  soit  divisible  par  a  ;  et  comme 
fc  n'est  ni  carré  ni  divisible  par  aucun  carré  (Ayp.)  »  ^  cause 
[ne  A  est  facteur  de  j^^  il  faudra  que  x  spit  divisible  {NMT  4;| 
aisant  donc 

*i  aura 

»Yi  bien  en  divisant  par  a,, 

€tod^  :=z  Ajy^  +  B^  \ 

l^où  l'on  voit  que  B^  devrait  encore  être  divisible  par  «t,  ce 
[ni  est  contre  Tiiypotlièse. 

Ce  n'est  donc  que  lorsque  B  contient  des  faeteiirs  carrés 

[ne  j^  peut  avoir  une  commuae  mesnre  avec  B\  et  il  est  facile 
l«  voir  par  la  démonstration  précédente,  que  cette  commune 
Càesure  ûty  et  de  B  ne  peut  être  que  la  racine  d'un  des  fac- 
eurs  carrés  de  ^,  et  que  le  nombre  x  devra  avoir  la  ipêmei 
•ommune  mesuré  ;  énsorté  que  tonte  l'équation  sera  divisible. 
1^  Jb  c^qri^4e  çeçcNumiimdîtiieàr  d#  x,^  et  B. 
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De  là  je  conclus ,  i®.  que  si  B  n'est  divisible  par  aucun caiifr; 
y  et  B  seront  premiers  entre  eux. 

a?.  Que  si  B  est  divisible  par  un  seul  carré  et*,  y  pourra  êtrl 
premier  à  -5 ,  ou  divisible  par  a  ,  ce  qui  fait  deux  cas  qu'il  fan* 
dra  examiner  séparément  ;  dans  le  premier  cas  on  aura  à  x^ 
soudre  Téquation 

a:^^Jy^  =  B, 

en  supposant  y  et  B  premiers  entre  eux;  dans  le  second,  oi 
aura  à  résoudre  Féquation 


x*  —  Jy  =  B\ 


B^  étant  ==--,  en  supposant  aussi  ^  et  B^  premiers  entre  cnx; 

mais  il  faudra  ensuite  multiplier  par  et  les  valeurs  qu^on  ami 
trouvées  pour  j'  et  x,  à  TefiFet  d'avoir  les  valeurs  cçnvenabfesi 
Véquation  proposée. 

3°.  Que  si  B  est  divisible  par  deux  difFérens  carrés ,  **  et?, 
on  aura  trois  cas  à  considérer;  dans  le  premier^  on  résout 
l'équation 

a:*  — -^  =  j5, 

en  regardant^  etB  comme  premiers  entre  eux;  dans  le  second^  i 
on  résoudra  de  même  l'équation 

x^^Jy*  =  B\ 
B^  étant  =  — ,  dans  Thypothèse  de  y  et  B^  premiers  entre  eux, 

A 

et  on  multipliera  ensuite  les  valeurs  de  a;  et  j^  par  ee;  dansb 
troisième ,  on  résoudra  l'équation 

J5"  étant  =  ^,  dans  rhjrpothèse  de  y  et  ^".  premiers  enti» 
eux^  et  on  multipliera  ensuite  les  valeurs  de  x  et  de  j^  par  II 


*■> 


ADDITIONS.  4ii 

J^.  etc.  Ainsi  on  aura  autant  d*équatioQ8  différentes  à  ré- 
êeudre ,  qu*il  y  aura  de  differens  diviseurs  carrés  de  ^  ;  mais 
ces  équations  seront  toutes  de  la  même  forme 

et  y  sera  aussi  toujours  premier  à  B. 

65.  Considérons  donc  en  général  Féquation 

où  y  est  premier  à  ^  ;  et  comme  x  ety  doirent  être  des  nora^ 
bres  entiers ,  il  faudra  que  o^  —  uiy^  soit  divisible  par  B, 

On  fera  donc ,  suivant  la  méthode  du  §  IV  ^  art.  48  » 

X  =  Tty  — -  Bz, 

et  Ton  aura  Téquation 

(n*  —  ^)y»  —  ^nByz  +  5V  =  B, 

par  laquelle  on  voit  que  le  terme  (/i*  —  A)y*  doit  être  divisi- 
ble par  B  y  puisque  tous  les  autres  le  sont  d'eux-mêmes;  donc , 
comme j^  est  premier  kB ^  (J^yp-^  il  faudra  que  n*— ^  sçit 
divisible  par  B  ;  desorte  qu'en  faisant 

— g— -C, 

en  aura,  après  avoir  divisé  par  B  y 

Cy""  —  SLTiyz  +  Bz^  =  i. 

or  cette  équation  est  plus  simple  que  la  proposée ,  en  ce  que  le 
second  membre  est  égal  à  l'unité. 

On  cherchera  donc  les  valeurs  de  n  qui  peuvent  rendre 
n*  —  A  divisible  par  B  ;  pour  cela  il  sui&ra,  (art.  47  )  >  d'es- 
sayer pour  n  tous  les  nombrçt  entiers  positifs  ou  négatifs  ao^i 
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B  al 

^-— etsi  parmi  ceux-ci  on  n'en  trouve  aucun  qui  satiisiasséjl 

on  conclura  d'abord  qu'il  est  impossible  queic^'**^  A  puisée  être 
divisible  par  B ,  et  qu'ainsi  Téquation  proposée  n'est  pas  réso- 
luble en  nombres  entiers.. 

Mais  si  on  trouve  de  cette  manière  un  ou  pïusîetirs  nombret 
satisfaisans ',  on  les  prendra  l'un  après  Tautre  pour  n,  ce  qà 
donnera  autant  de  différentes  équations  qu'il  faudra  traiter 
séparément ,  et  dont  chacune  pourra  fournir  une  ou  plusienn 
solutions  de  la  question  proposée. 

Quant  aux  valeurs  de  n  qui  surpasseraient  celle  de  — >  ot 

en  pourra  faire  ^straction,  parce   qn^elies  ne  doimeraieiit 
point  d* équations  différentes  de  celles  qui  résulteront  des  fstr 

leurs  de  n  qui  ne  sont  pas  ^  —,  comme  nous  l'avons  déjà  mw 
tré  dans  l'art.  52. 

Au  reste ,  comme  la  condition  par  laquelle  on  doit  déteiini'^ 
ner  n  est  que  n*  — -  y^  soit  divisible  par  B,Û9st  clair  qne  dm- 
que  valeur  de  n  pourra  être  également  positive  pu  négative} 
desoxte  qu'il  sui&ra  d'essayer  successivement  pour  n  tous  les 

nombres  naturels  qui  ne  sont  pas  plus  grands  que  — ,  et  de 

prendre  ensuite  les  valeurs   satisfaisantes  de  n  tant  en  plus 
qu'en  moins. 

Nous  avons  donné  ailleurs  des  règles  pour  faciliter  la  re^ 
cherche  des  valeurs  de  n  qui  peuvent  avoir  la  propriété  re- 
quise, et  pour  trouver  ces  valeurs  à  priori  dans  un  grand 
nombre  de  cas.  J^oyez  le^  Mémoires  de  Berlin  pour  l'wnéi 
17^7,  pages  194  etf^7^. 


\ 
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ésoiution  de  téiiu(Uion  Cy*  — ^  aayz  +  Bx^  =  i  en  acMdbrei 

entiers. 

On  peut  résoudre  cette  équation  par  deux  méthodes  diffé* 
ntes  que  nous  allons  expliquer. 

PREMIÊttE     MÉTUO  D*Ë. 

€6.  Comme  les  quantités  CyU^B  sont  supposées  des  nom- 
«is  entiers  ,  de  même  que  les  indéterminées  ^  et  2 ,  il  est  ^d-- 
»le  que  la  quantité  Cy*  —  aryz  +  Bz*  sera  toujours  nécei- 
idrement  ég^e  à  des  nombres  entiers;  parconséquent  l'unité 
ra  la  plus  petite  valeur  qu'elle  puisse  recevoir,  à  moins 
L*e]le  ne  puisse  devenir  nulle ,  ce  qui  ne  peut  arriver  que 
rsque  cette  quantité  peut  se  décomposer  en  deux  facteurs 
bionnels  ;  comme  ce  cas  n'a  ancmie  difficulté ,  nous  en  ft* 
■38  d*abord  abstraction,  et  la  question  se  réduira  à  trouver 
%  valeurs  de  ^  et  s ,  qui  rendront  la  quantité  dont  il  s* agit  la 
us  petite  qu*il  est  possible  ;  si  le  minimum  est  égal  à  Tunité , 
k  «ara  la  résolution  de  Téquation  proposée  ^  sinon  on  sera 
inré  qu'elle  n'admet  aucune  solution  en  nombres  entiers. 
xsaile  problème  présent  rentre  dans  le  problème  III  du  §  II, 
«st  susceptible  d'une  solution  semblable.  Or  comme  l'on  a  ici 

iTt.  65),  il  faudra  distinguer  deux  cas ^  suivant  que  A  sera 
mti€  ou  négatif. 

Premier  cas  lorsque  n*  — .  BC  =  A  <  o. 

C7.  Smivant  la  méthode  de  l'article  62,  il  faudra  réduire  en 

^ctiçm  coûtinne  la  fraction  ^,  prise  positivement;  c'est  ce 

i*on  exécutera  par  la  règle  de  l'article  4  ;  ensuite  on  formera 
tr  les  formtifes  de  l'article  10  la  série  des  fractions  conver* 
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n 


gemtes  vers  ^>  et  il  li'j  aura  plus  qu'à  essajref  stiôcc 

ment  les  numérateurs  de  ces  fractions  pour  le  nombre 
les  dénominateurs  correspondans  pour  le  nombre  z  ;  si  le 
posée  est  résoluble  en  nombres  entiers ,  on  trouvera  de 
manière  les  valeurs  satisfaisantes  de  ^  et  2  ;  et  réciproqu< 
DU  sera  assuré  que  la  proposée  n'admet  aucune  soluti* 
nombres  entiers,  si  parmi  les  nombres  qu'on  aura  essayés 
l'en  trouve  point  de  satisfaisans. 

Second  cas  lorsque  n*  —  BC  z=:j4'^ù, 

68.  On  fera  usage  ici  de  la  méthode  de  Tart.  33  et 
ainsi ,  à  cause  de 

on  considérera  d'abord  la  quantité,  (article  3g), 

n  ±  \/A 
û- -^ i 

dans  laquelle  il  faudra  détermixier  les  signes  tant  de  k  t* 
de  71,  que  nous  avons  vu  pouvoir  être  également  positi 
négative ,  que  de  ^A  ,  ensorte  qu'elle  devienne  positive 
suite  on  fera  le  calcul  suivant  : 

1 

11  .  j 

Ç"  =/.'P'  +Ç',  P»=S^,^..  <=^!^ 

111 

etc,  eic.  etc. 
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et  ôh  continuera  seulement  ces  séries  jusqu'à  câ  qtke  deux  termes 
icorrespondans  de  la  première  et  de  la  seconde  série  reparais* 
sent  ensemble  ;  alors ,  si  pàrnli  lés  termes  de  là  seconde  série 
P**,  P*,  jP",  etc.  il  s'en  trouve  un  égal  à  Tunité  positive,  ce 
teime  donnera  une  solution  de  l'équation  proposée  ^  et  les 
valeurs  de  y  et  a  seront  les  termes  corirespohdans  des  deux 
séries  P%  jP*  ,  P",  etc.  et  Ç%  Q' ,  Ç",  calculées  par  les 
formules  de  Tart.  fl5  ;  sinoiçi  on  en  conclura  sur  le  champ  que 
la  proposée  n'est  pas  résoluble  en  nombres  entiers,  (^p^oy&i 
l'exemple  de  l'article  4o.  ) 

..    .  .        Troisième  eus  lorsque  A=±:  à  iià  cafré^ 

63.  Dans  te  cas  le  nombre  ^A  deviendra  rationnel ,  et  là 
(juàntité  Cy^  —  î^nyz  +  Bt^  poûrf a  se  décomposer  en  deust 
facteurs  rationnels.  En  effet  cette  quantité  n'est  autre  chose 

que  celle-éi  >  V.-^  «i.  u  i^    1 1 — -  ^   laquelle  ,    en    supposant' 

jgi  z=i  a^ ,  peut  se  mettre  sous  cette  forme  , 

iCy±in  +  a)zy(&i±,Xn^a)zy, 

c^  .       .     ^ 

Or  comme 

il  £aùdrà  qtte  lé  produit  âe  n-^a  par  n-^à  soit  divisible  pàf 
C ,  et  parconséquent/que  l'un  de  ces  deux  noitibres  n  -|-  a  ef 
n  •*-  a  soit  divisible  par  uii  dés -facteurs  de  C,  et  l'autre  par 
le  facteiir  réciproque;'  supposons  donc  C  =:bc  et  quen-j-  a 
j=:fb,  et  n  ^^  az=z gel  f  et  b  étaiit  des  nombres  ëntiets  ^  et  la 
quantité  précédente  deviendra  le  produit  de  ces  deux  facteuxs 
linéaires  ,  cy  ±fz  et  hy  ±:  gz;  donc  >  puisque  ces  deux  fac-: 
tôitrs  sont  égaux  à  des  nombres  entiers ,  il  est  clair  que  leUt 
produit  ne  saurait  être  =  1 ,  comme  l'équation  proposée  le 
demande  ^  à  moins  quç  chacun  d'eux  ne  soit  en  particulier 
fié  Dd 
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t=;iz  1  ;  on fer^i donc 

cy±.fz=z±i,  by±gzz=:±i, 

et  on  détermintra  par  là  ks  nombres  y  et  z]  si  ces  nombre! 
â8  trouvent  entiers,  on  aura  la  solution  de  l'équation  proposée, 
sinon  elle  sera  insoluble  au  moins  en  nombres  entier». 

SECONDE     MÉTHODE. 

70.  Qu'on  pratique  sur  la  formule  Cy*  —  ô/iyz -f*  ^»*  dci 
transformations  semblables  à  celles  dont  nous  avons  fait  usage 
plus  haut,  (art.  54)  «  et  j^  dis  qu'on  pourra  toujours  parvenir 
à  une  transformée ,  telle  que 

ks  nombres  Zri  M,  N  étant  des  nombres  entière  dépendani 
des  ^ombre8  donivés  C ^  B ,  n,  eîisorte  quei  Ton  ail^ 

et  que  de  plus  nM-  ne  soit  |^  pluâ  grmid^  (abstraction  faite 
des  signes  )  *  que  le  nombreX ,  ni  que  le  nombre  A^  :  les  nom- 
bres §  et  "^  seront  aussi  des  nombres  entiers  j  mais  dépéndiUis 
des  nombres  indéterminés  y  et  z. 

En  effet  sôit  ,^  par  exemple ,  C  moindre  que  B  ^  et  qu'oM 
mette  la  formule  dont  il  s'agit  spus  cette  forme 

£y^-^nyf+By, 
•n  taisant 

C^B\z=y, 

fi  271  n'e&f  pas  plus  grand  que  È\  il  est  clair  que  cette  fbrmul* 
aura  déjà  d*elle-même  les  conditions  teqi^ises;  mais  si  a/i  est 
^lu8  grand  que  B^ ,  alors  on  supposera 


A  t)  ê  i  f  t  6  H  I;  4ij^ 

et  substituant  on  Atm  la  transforméA 

^y— a«yy +i?'y, 

. .  .         •  •  • 

Or^  comme  le  nombre  m  est  indéte^mùié ,  ^^fonrrlk,  eh  \é 
Supposant  entier ,  le  prendre  tel  que  le  nombre  n  ««^  mB^  nd 
soit  pas  plus  grand  que  {B^  ;  alors  a/i'  ne  surpassera  pas  B^é 
Ainsi,  si  a/i*  ne  surpasse  ptas  tton  phis^"  ,  la  transformée  pré-* 
cédente  sera  déjà  dans  le  cas  qu*on  a  en  vue  ;  m^  Àkr^  est 
plus  grand  que  5" ,  en  continuerÉ  alors  à  supposer 

ee  qtB  doimera  la  nouvelle  transformée 


11  ■"• 


On  déterminera  le  nombre  entier  m* ,  ensorte  que  n* — m^£^^ 

ne  sôit  pas  plus  grand  qiié  — - ,  ûioyènnèini  qtioi  âiî'^  né  sur-« 

passera  ^a$  5^\î  desorte  que  Von  aura  la  transformée  cherchée^ 
fii  s^n}^  ne  surpasse  pat  non  plus  5"'  ^  mais  si  an"  surpasse  ^"^^ 
on  supposera  de  nouveau 

X      ■         I  . 

y»  —  m"y*"  +  y*^ ,  etc.  etc* 

Or  il  est  visible  que  ces  opérations  ne  peuvent  pas  aller  à 
l'infini;  car  puisqiie  sïn  est  plus  grand  que  B^  et  que  an'  ne 
l'est  pas ,  il  «»t  clair  que  n'  sera  iHoindre  que  n  ;  de  même  an^ 
Mt  plofrgrand  ^e  i^' ,  et  âi»''  ne  Teit  pas  ;  donc  n"  sera  moiv 

a 


42»  ADDITIONS. 

die  que  n},  et  ainsi  de  suite  ;  desorte  que  les  nombres  n,  n^j 
n"  etc.  formeront  une  suite  décroissante  de  nombres  entien,^ 
laquelle  ne  pourra  parconséqùent  pas  aller  à  l'inËni.  On  p 
Tiendra  donc  nécessairement  à  une  formule  où  le  coefficient 
terme  moyen  ne  seFa  pas  plus  grand  que  ceux  âes  termes  ex- 
trêmes^ et  qui  aura  d'ailleurs  les  autresproprfetés  que  noot 
avons  énoncées  ci-dessus  ;  ce  qui  est  évident  par  la  nature  mêmft 
des  transformations  pratiquées. 

Pour  faciliter  la  transformation  de  la  formule 

'  '. ..'  .  •    •     • . 

.    Cy -^  Qnyz  rh  ^^'^ 
cncelle-ei^ 

}e  désigne  par  D  le  p)u8  grand  des  deux.coefficiens  extrêmes  C 
et  B,  et  par  £>*  l'autre  coefficient ,  et,  vice  versa-,  je  désigne 
par  ù  la  variable  dont  lécâtré  se  trouve  multiplié  par  D^et-par  i' 
Tautre  variable;  ensortequela  formule  proposée. prenne  cette 
forme 

où  D^  soit  moindre  que  D  ;  ensuite  je  n'aurai  qu'à  faire  le  cal- 
cul suivant  : 

111  ' 

etc.  etc.  etc. 

où  il  faut  bien  remarquer  que  le  signe  =^  qui  est  mis  après  les 

lettres  771  y  77i\  tti"  etc.  n'indique  pas  une  égalité  parfaite  ^  mais 

-feulement  une  égalité  aussi  approchée  qu'il  est  possible^  vk 
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j  t^nt  que  m ,  m* ,  m"  etc.  ne  «ont  que  des  nombres  en-* 
^  tiers.  Je  n'ai  employé  ce  signe  ==  que  faute  d'un  autre  signe 
^  convenable, 

-       Ces  opérations  doivent  être  continuées  jusqu'à  ce  que  dans 

,  la  série  n,  /i*,  zi",  etc.  on  trouve  un  tçrme  comme  n  qui,  (ab- 
straction faite  du  signe),  ne  surpasse  pas  la  moitié  du  terme 

correspondant  D^  de  la  série  Z>' ,  D" ,  D*"  etc.  non  plus  que  la 
moitié  du  terme  suivant  D^       .  Alors  on  pourra  faire 

•u  bien 

Nous  supposerons  toujours  dans  la  suite  qu'on  ait  pris  pour  M 
le  plus  petit  des  deux;  nombres  D\  D-"^^ 

71.  L* équation 
fiera  donc  réduite  à  celle-ci , 

où  N^  —  LM  =  ^ ,  et  où  2iVn'est  ni  >  Z,  ni  >  ilf ,  (abstrac- 
tion faite  des  signes).  Or  M  étant  le  plus  petit  des  deux  coef- 
ficiens  L  et  M,  qu^on  multiplie  toute  l'équation  par  ce  coelR- 
cient  M,  et  faisant 

il  eçt  clair  qu'elle  se  changera  eh  celle-ci^ 

3 


4ad  A  p  D  I  T  I  o  N  s; 

dans  laquelle  il  fandra  maintenant  distinguer  les  dem  cas  de  A 
positif  et  de  ji  négatif. 

Soit  i^,  A  négatif  et  ^-«-a,  a  étant  un  Qon^e  positif;, 
l'équation  sera  donq 

Or  y  comme 

N^'-^IM^A, 

on  aur^ 

d^où  Ton  voit  d'abord  que  les  nombres  L  et  M  doîyent  être  de 
mêmes  signes  ;  d'ailleurs  qN  ne  doit  être  ni  ^  Zi  ni  ^  M;  donc 

/y*  ne  serft  pas  >  —7-  ;  donc 

a  =  ou>-fZ/iJ/5 

et  puisque  M  est  supposé  moindre  que  L,  ou  ^u  moins  pas 
plus  grand  que  Lj^  on  aura  à  plus  forte  raisoa 

(?  =  ou>|4f*5 
donc 

itf=.  ou  <l/f, 
donc  M<l\\/ar 

Qn  yoit  par  là  que  l'équation 

ne  saurait  subsister  dans  l'hypothèse  que  v  et  ^  soient  4^  noot* 
bres  entiers  ^  à  nioins  que  Ton  ne  fasse 

f  e  qui  demande  que  M  soit  un  nombre  c^rr4i 
§uppo8on^  donc 


A  D  D  I  T  I  O  N  Si»  4a3 

•t  Ton  aura 

donc  par  Féquation 

on  aura 

et  parconséquent 

desorté  que  **•  ûé  sautait  être  un  nombre  entier,  comme  il  I« 

doit ,  {fyp»  )  à  moins  que  ^  ne  soit  égal  à  Tunif é ,  soit  =  d:  i , 

et  parconséquent 

Mz:z  1. 

ï)e  là  je  tire  donc  cette  conséquence,  quô  Téquation propo- 
sée ne  saurait  être  résoluble  en  nombres  entiers ,  à  moins  qu0 
M  ne  se  trouve  égal  à  Tunité  positive.  Si  cette  condition  a  Ueu  , 
alors  on  fera 

et  où  remontera  de  ces  valeurs  à  celles  de  y  et  s. 

Cette  méthode  revient  pour  le  fond  au  même  que  celle  de 
l'article  67 ,  mais  elle  a  sur  celle-là  l'avantage  de  ^'exiger  aur 
cun  tâtonnement. 

1)*.  Soit  maintenant  j4  un  nombre  positif^  on  aura 

er  comme  N^  ne  peut  pas  être  plus  grand  que  —7- ,  il  est  cîaîr 

4 

que  l'équation  ne  pourra  subsister,  à  moins  que  —  LM  n^ 
soit  un  nombre  positif,  c'est-à-dire  que  L  et  M  ne  soient  de 
signes  difFérens.  Ainsi  j4  sera  nécessairement  «<^  —  LM^  ou 
tout  au  plu8=:  — LAf ,  si  N=^o'y  desorte  qu'on  aur^-^iitifcP 
^^QW  <^Jl\et  parconséquent 

4 
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pu 

il/ =  ou  <  v/-^. 
(iC  cas  de  ' 

ne  peut  avoir  lieu  que  lorsque  j4  est  un  carré  ;  parconséqnent 
ce  cas  est  très-facile  à  résoudre  par  la  méthode  donnée  plus 
haut  (art.  63), 

Reste  donc  le  cas  où  jé  n'est  pas  carré ,  et  dans  lequel  on 
aura  nécessairement  M'^  y  A ,  (abstraction  faite  ^u  signe  de 
M)]  alors  l'équation 

sera  dans  le  cas  du  théorème  de  Fart.  38  ,  et  se  résoudra  p^-; 
conséquent  par  la  méthode  que  nous  y  ayons  indi(}uée..      ^ 

Ainsi  il  n'y  aura  qu*à  faire  le  calcul  suivant  ^ 
^o  =0,  P*»  =1,  (JL     <y/Jl 

etc.  etc.  etc. 

(Tu'on  continuera  jusqu'à  ce  que  deux  termes  correapondans  de 
la  première  et  de  la  seconde  série  reparaissent  ensemble  ,  ou 
bien  jusqu'à  ce  que  dans  la  série  P\  JP",  P**S  etc.  il  se 
trouve  un  terme  égal  à  l'unité  positive ,  c'est-à-dire  =  jP"  ; 
car  alors  tous  les  termes  suivans  reviendront  dans  le  même 
ordre  dans  chacune  des  trois  séries,  (art.  3/).  Si  dans  la  série 
JP*,  J?",  P"*,  etc.  il  se  trouva  ua  tei^me  égal  à  M^  on  auri 
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la  résolution  de  Féquation  proposée  ;  car  il  n'y  aura  qu'à  pren- 
dre pour  u  et  ^  les  termes  correspondans  des  séries  p*  ,|p" , 
p*"  etc.  q\  q^\  <;"*,  etc.  calculées  d'après  les  formules  de 
l'article  a5  ]  et  même  on  pourra  trouver  une  infinité  de  valeurs 
satisfaisantes  de  u  et  ^^  en  continuant  i  Tinfini  les  mêm^s 
séries. 

Or  dès  qu'on  connaîtra  deux  valeurs  de  v  et  ^;,  on  auraj^ 
par  l'équation 

celle  de  "^ ,  laquelle  sera  aussi  toujours  égale  à  ^n  nombre  en-* 
tier  ;  ensuite  on  pourra  remonter  de  ces  valeurs  de  ^  et  '^  , 

c'est-à-dire  de  0'  et  0'^  à  celles  de  0  et  0'^  ou  bien  de  j^ 
çta,  (art.  70), 

Mais  si  dans  la  série  P' ,  P",  JP*"  etc.  il  n'y  a  aucun  terme 
qui  soit  z=  My  on  en  conclura  hardiment  que  l'équation  pra« 
posée  n'admet  aucune  solution  en  nombres  entiers. 

H  est  bon  de  remarquer  que  comme  la  série  P*,  P' ,  P"  eto, 
ainsi  que  les  deux  autres ,  Q°,  Q\  Q"  etc.  et/tt,  fJL^,  jt*"  etc. 
ne  dépendent  que  du  nombre  j4  ;  le  calcul  une  fois  fait  pour 
une  yaleur  donnée  de  j4  servira  pour  toutes  les  équations  où  ^, 
c'est-à-dire  n*  —  CB ,  aura  la  même  valeur  ;  et  c'est  en  quoi 
la  méthode  précédente  est  préférable  à  celle  de  l'art.  68  «  qui 
exige  un  nouveau  calcul  pour  chaque  équation. 

Au  reste ^  tant  que  A  ne  passera  pas  100,  on  pourra  faire 
usage  de  la  table  que  nous  avons  donnée  à  l'art.  4i  >  laquelle 
contient  pour  chaque  radical  y' A ,  les  valeurs  des  termes  des 
deux  séries  P° ,  —  P\  P'\—P'''  etc.  et  (a  ,  fi\  /x",  fA"% 
etc.  continues,  jusquà  ce  que  l'un  des  termes  P\  P",  P"* 
etc.  devienne  =  1  ^  après  quoi  tous  les  termes  suivansde  l'une 
et  de  l'autre  série  reviennent  dans  le  même  ordre.  Desorte 
qu'on  pourra  juger  sun^-le-champ,  pv  le  moyen  de  cette  t^lcj. 


^&S  A  D  D  I  Y  I  o  N  a; 

de  la  résokibilité  de  Téquation 

De  la  manière  de  trouver  toutes  les  solutions  possihkl 
de  l'équation 

Cy*— -anyz  -|-  Bz»=  i , 

lorsqu'on  n'en  connaît  quune  seule, 

7a.  Quoique  par  les  méthodes  que  nous  venons  de  donner, 
on  puisse  trouver  successivement  toutes  les  solutions  de  cette 
équation ,  lorsqu'elle  est  résoluble  en  nombres  entiers ,  cepen* 
dant  on  peut  parvenir  à  cet  objet  d'une  manière  encore  plat 
simple  que  voici  :  r 

Qu'on  nomme  p  et  q  les  valeurs  trouvées  de  y  et  z,  ensorte 
que  Ton  4it 

Cp^  —  SLnpq  +  Bq^  =  i , 

et  qu'on  prenne  deux  autres  nombres  eûliérâ  r  et  s,  tels  ^ût 

ps'^qr=i, 

(  ce  qui  est  toujours  possible ,  à  cause  que  p  etq  sont  nécel' 
sairement  premiers  entre  eux  )  ,  qu'on  suppose  ensuite 

y-^ipt'^i^rUy  zssqt  +  su, 

t  etu  étant  deux  nouvelles  indéterminées  ;  substituant  ces  ex- 
pressions dans  l'équation 

Cy^  — *  2nyz  +>Ba*  =  i , 

ft  faisant  pour  abréger 

P:ssLCp^^  Qnpq  +  i^çS 
Ç=  Cpr^n(ps  -f^  qr)  -+*  Bqs\ 
RzsÇr'  ^unrs  +Ss\ 
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Wi  aura  cett»  transformée , 

Orona,(Aj77.)* 

P  =  i; 

L«  plus ,  si  on  nomme  p  et  ^  deux  valeurs  de  r  et  5  qui  satls* 
assent  à  T  équation 

*:ai  aura  en  général^  (art.  4^)^ 

r=f  +  mp,  sr=z  c  +  mq, 

r%  étant  un  nombre  quelconque  entier  ;  donc  mettant  ces  ya^ 
eurs  dans  Texpression  de  Q,  elle  deviendra 

Ç=:Cpf  —  n  ip^  +  qf)  +  BqiF  +  mP\ 

lesorte  que  comme  P  s=  i^  on  pourra  rendre  Çsso^  eit 
Prenant 

Maintenant  je  remarque  que  la  valeur  de  Ç*  — PB  se  ré- 
duit, après  les  substitutions  et  les  réductions/à  eejle^ci^ 
^  n*  —  CB  )  (^ps  —  çr)*  ;  desorte  que  comme 

ps  —  qr^i, 
3n  aura 

3onc  faisant 

P=i,    Ç  =  o, 

Il  viendra  •—  R  ==  ^ ,  savoir  H  i=  —  >df  ;  ainsi  relation  traiMIr 
Ebrmée  ci-deseus  se  changera  en  cellercî^ 

^r  comme  ^1  2|  Pi  y,  v  et  «  sont,  par  Thypothèse^  des  noii|^, 


'4&8  ADDITION  S." 

bres  entiers ,  il  est  facile  de  voir  que  t  et  u  seront  ansii  di  , 
nombres  entiers;  car^  en  tirant  leurs  valeiirs  des  épations       ^ 


on  a 


ps-^qr  qr—p^' 

c'est-à-dire ,  à  cause  deps  -^  qr=  i , 

t  =  jy  —  rs,   u  =  psi  —  qy. 
Il  n*y  aura  donc  qu'à  résoudre  en  nombres  entiers  l'équatioi 

et  chaque  valeur  de  t  et  de  u  donnera  de  nouTelles  ysiem\ 
dey  et  z. 

En  effet,  substituant  dans  les  valeurs  générales  de  r  et  x h| 
vdeur  du  nombre  m  trouvée  ci-dessus ,  on  aura 

r=p(i  —Cj^^-^Bpq^  +  npÇjxr  +  qf), 
5=<r(i— jffç*)  — C>9f  +nq{p^  +  qp^^ 

f  u  bien ,  à  cause  de  Cp^'^anpq  +  Bq^=:  i , 

r=(^Bq^np)  {q^^p7)=—Bq+np , 
s=z(^Cp  —  nq)(^p9'  —  qfi)^=Cp  —  nq. 

Donc  mettant  ces  valeurs  de  r  et  ^  dans  les  esqpressions  ci* 
dessus  de  ^  et  z ,  on  aura  en  général 

y  =  pt^(^Bq^np)u, 
z:=:  qt'^'ÇCp  —  nq)u. 

y5.  Tout  se  réduit  donc  à  résoudre  l'équation 


D' 


n 


H'^AvJ'^is 
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_   Or,  !•.  si  >^  est  un  nombre  négatif,  il  est  visible  que  cette 
B^pation  ne  saurait  subsister  en  nombres  entiers  ^  qu*en  faisant 

u==o,    t=  1, 
re  qui  donnerait 

y—p>  *  =  ?• 

D*où  Von  peut  conclure  ^e  dans  le  cas  où  ji  est  un  nombre 
positif;  réquation  proposée,    _  . 

L  «  peut  jamais  admettre  qu*une  seule  solution  en  nombres  en* 
iers.  ^  ' 

II  en  serait  de  même  ,  si  A  était  un  irombre  positif  carré.; 
^xx  faisant  ^  =  a* ,  on  aurai|: 

«ne 

a**.  Mais  si  A  est  un  nombre  positif  hori-carré ,  alors  l'é- 
quation ......   , 

.      ,       ,  **— ydftt»=l 

-    -  .   !        •    .  ».  -T.  ,.    • 


r  • 

9é  i 


fc^  toujours  susceptible  d*une  infinité  de  solutions  eninombves 
entiers,  (art.  67),  qu*<m  petrt  trouver  toutes  par  les  formules 
::>nnées  ci-dessus,  (art.  71,  n°.  a);  mais  il sui&fll d# trouvée 
i^iplus  petites  valeurs  de  tet  tt,'  et  pour  cela,  dès  que  l'on 
eiK  parvenu  j  dans  la.  série, jp?^JP";„jPf"^  çtc^  à^iin^ terme 
Kja^jl  à  Tunité,  il  n'j^iura  qu'à  calculer  p^  le^  formule^  ae 
s^içs  t^rm^;  correspondit  i^es  4^U2C  séries  p^,  p^, 


p^^,  etc.  4tt  iBf*t  <f",  V"  etc.  ce  éeront  lc«  t^tïts  i 
.^  I  et  tt.  D*où  Toa  Toit  que  lé  même  ealèiil  ^'on 
ponr  la  résolution  de  Téquation 

ieryira  aussi  pour  celle  de  l'équation . 

Au  reste^  tant  que  ji  ne  passé  ^as  iô6,  on  a  les 
tites  valeurs  de  t  et  a  toutes  calculées  dans  la  table 
la  fin  du  chap.  Yïi  du  û'aité  précédent,   et  dans  lac 
nombres  a,  m^n^  sont  les  mêmes  que  ceux  que  no 
tons  ici  A^tttu. 

74*  Désignons  par  t^,  uVlei  plus  petites  yaleurs  de 
Técinatiôii    '  '  ' 

et  de  même  que  tkn  vateitH  péii^f  sërt^  à  trouyei 
yelles  valeurs  dejf  et  z  dans  Féquation 

•■■—■-4  <■  -    ■  , 

de  même  aussi  éÏÏespouhrbnf  servir  à  trouver  de  nou 
leurs  à^  t  élu  dans  l'équation    . 

-   ■     I  .    f      .  ••  •  ^         *• .  f     :     I  ■■■  "    ■     . 

<•  — ^tt*=l, 

r-  \ 

qui  n  est  qu'un  cas  particulier  de  celle-là.  Pour  cela  il 
'4rfà.^ttHP0seff-;: 


èi"]^î:enéi4 1,  il  à  ta  placé  ^cry,  2,  tt  t*,  ô*  ili'pli 
'  ^.  Ëaj^iit  jSoiiè  Cé$  sub$tituiidnij  dan?  )es^e±pressionsî  ^ 
'd&y  et  »  de  tait,  fa  i  et  îttéfeam^der  pïûs  5P,  ;^,  i  k 


A  D  l>  I  t  1  O  il  s»  4^t 

i^u,  on  aura  on  général 

et  pour  la  déturmiaation  de  T  et  ^i'équatfoii 

qui  est  semblable  i  la  proposée». 
Ainsi  ^  on  pourra  supposer 

3r  =  (»,  rTs:u\ 

ee  qui  donnera 

Nommant  donc  t",  u'^  les  secondes  valeuTBdè  ^  et  u^  oé 
aura 

Maintenant  il  est  clair  qu*on  peut  prendre  ces  np^vitellles  yan 
teurs  t"y  u"  à  la  place  des  premières  t\  u^;  ainsi Toa  aura 

ttù  Ton  peut  supposer  de  npuyeau 

^e  qui  donnera  '^ 

t  =  lH^^Jltîhi'\  u  te  f  tt»»  4.nV». 

i^insi  on  aura  de  nouvelles  valeurs  de  <  et  u  ^  leiqnettls  Beoroute 
IH  ainsi  de  suit^.   /  .  •     _:4 


/IS%  Addition  f. 

75.  La  méthode  précédente  ne  fait  trouver  que  suce 
vement  les  valeurs  t",  t"'  etc.  u",  u*"  etc.  :  voyons  mai 
nant  comment  on  peut  généraliser  cette  recherclie.  C 
d'abord 

d'où  je  tire  cette  combinaison  , 

donc  supposant 

on  aura 

«V  i:  M"  \/A  =  (t'±:u'  V^Y- 

Qu'on  n^e^e  à  présent  ces  valeurs  de  *"  et  u"  à  la  place 
celles  de  t^  et  u'  ^  l'on  aura 

6à  faisant  de  nouveau 

et  nommant   £*",    u"Vle8  valeurs  résultantes  de  t  et  u 
viendra 

on  trouvera  de  même 

•  r^  ±  u>^  V^  =B=  O^+u'.^/ji)^ ,     . 

et  ainsi  deisuiteé  ,      v  : 

Donc,  si  pour, plus  de  simplicité  on  nomitie  maintenant 
et  7^  les  pteiiièrés  et  plus  petites  valeurs  de  t,  u]  que  ne 
avons  nompié^  ci-des8»s  t^^  1**:^  on  .aura-  en  général , 
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♦h  étant  un  nombre  quelconque  entier  positif;  d'où  Ton  tire  ^ 
m  cause  de  Tambiguité  des  signes 


^_(^T+r^J[y'^iT—ri/J) 


m 


.  _  (  7"+  r  ^/^)" — (  T—  rt/^r . 

Quoique  cfes  expressions  paraissent  souis  une  foitné  îrra- 
Uonnelle ,  cependant  il  est  aisé  de  voir  qu'elles  deviendront  ra- 
tionnelles, en  déveIoppa{it  les  puissances  de  Tdtz  ^ A\  car  on 
a  ^  comme  Ton  sait^ 

^m(m-i)(m-a)  y„_3^3^  ^^^ 

JDonc 

^  -^  y  m  4.  mÇm  — 1)  jjr^^^y^ 

ia 

âéO.4 

a.o 

+  7n(m-^i)(7n— a)(m— 5)(m— 4)  J^^^i-s^s  +^ gtc; 

2.5.4*5 

6ù  l'on  pourra  prendre  pour  m  des  noiiibres  qùelcori^iues  en- 
tiers positifs. 

Il  est  clair  qu'en  faisant  successivement  m  =  1  ^  3 ,  3  ^  4  >  ^^c.' 
on  aura  des  valeurs  de  t  et  de  u ,  qui  iroât  en  augmentant. 

Or  je  vai?  prouver  que  l'on  aura  de  cette  manière  toiites  lés 

valeurs  possibles  de  t  et  1/  ^  pourvu  que  T'  et  ^  en  soient  leâ 

plus  petites.  Pour  cela  il  suffit  de  prouver  qu'entre  l^s  valeurs 

de  i  et  u  qui  répondent  à  un  nombre  quelconque  m ,  et  celles 

2i  £e 
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qui  répoiidraient  au  nombre  suivant  m  -f-  i ,  il  est  impossiliiti 
qu'il  se  trouve  des  valeurs  inteimédiaires  qui  puissent  satis£dre| 
à  l'équation 

Prenons,  par  exemple ,  les  valeurs  f*",  n"* ,  qui  résultentde 
la  supposition  de  m=:  3,  et  les  valeurs  V^  ,  u^'*  ,  qui  résultent 
de  la  supposition  mz:z4i  ®^  soient,  s'il  est  possible  ,  d'autra 
valeurs  intermédiaires  6  et  v ,  qui  satisfassent  aussi  à  l'équatioB 

Puisque  Ton  a 

m  III  IV  IV 

on  aura 

III  III  zv  ir 

d'où  Ton  voit  que  si  ô  >  t"*  et  <  ^^ ,  on  aura  aussi  v  >  u"'el 
^  u^^.  De  plus  on  aura  aussi  ces  autres  valeurs  de  t  et  u, 
savoir 

qui  satisferont  à  la  même  équation 
car  en  les  y  substituant,  on  aurait 
équation  identique ,  à  cause  de 

ihyp/).  Or  ces  deux  dernières  équations  donnent 
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Ûoûù  mettant  dans  T  expression  de 

u  =  fla>^  —  Vf" , 

à  la  place  de  Ô ,  u  ^ji  -f-  j— — ^j  >  et  à  la  place  de  <*^  ^ 
''''  ^^  +  r  + 1-  \/2  '  ^^  ^""'^ 


u^" 


de  même  y  si  on  considère  la  quantité  t"*  u*^  *— u*"  ^'*  ^  elle 
pourra  aussi  ^  à  cause  de 


III        III 

te  mettre  sous  la  forme 

~ ^^^    __, < 

Or  il  est  facile  de  voir  que  la  quantité  précédente  doit  étire 
plus  petite  que  celle-ci ,  à  cause  de  ô  >  i*"  et  u  >►  u*"  ;  donc 
on  aura  une  valeur  de  u ,  qui  sera  moindre  que  la  quantLt4 
^""tt»v  «-  u"H^^  ;  mais  cette  quantité  est  égale  à  f^;  car 

«  -  TvâS  ' 

d'où 


■MM 
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de  plus  1 1 

puisdtle 
(AypoiA.);  donc 

et 

desorte  que  la  valeur  de  V^W  —  u*"t*^  se  réduira  à 

^\/A   ~^' 

Il  s'ensuivrait  donc  de  là  qu'on  aurait  une  valeur  de  U'^P', 
ce  qui  est  contre  rh3rpjotlièse ,  puisque  F'  est  supposé  la  plus 
petite  valeur  possible  de  u.  Donc  il  ne  saurait  y  avoir  de  va- 
leurs de  f  et  M  intermédiaires  entre  celles-ci ,  t*" ,  t^^  et  u'" , 
u'^.  Et  comme  èe  raisonnement  pevt  s'appliquer  en  général  à 
toutes  valeurs  de  ^  et  u  qui  résulteraient  des  formules  ci-des- 
sus,  en  y  faisant  m  égal  à  un  nombre  entier  quelconque,  on 
en  peut  conclure  que  ces  formules  renferment  effectivement 
toutes  les  valeurs  possibles  de  t  et  u. 

Au  reste  il  est  inutile  de  remarquer  que  les  valeurs  de  t  et  de 
u  peuvent  être  également  positives  ou  négatives  ;  car  cela  est 
visible  par  l'équation  même 

t^  —  Au^=zi. 

De  la  manière  de  trouver  toutes  les  solutions  possibles ,  en 
Tfombres  entiers,  des  équations  indéterminées  du  second 
degré  à  deux  inconnues, 

r 

76.  hes  méthodes  que  nous  venons  d'exposer  suffisent  pour 
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là  réâoliitioi)  complète  dç$  écpiations  de  U  foïmQ 

mais  il  peut  arriver  qu*on  ait  à  résoudre  des  équations  du  se- 
,  çond  degré  d'une  forme  plus  composée  ;  c'est  pourquoi  nom 
croyons  devoir  montrer  comment  il  faudra  s'y  prendrç^ 

Soit  proposée  l'équatioA  '.  ::    •     . 

ar^  +  ^^^  "f-  ^^*  +  dr  4"  ^f  +/==  ^f 

où  a,  i,  c,  d,  «,  y,  soient  dès  nombres /entiers  donnés,  et 
où  r  et  5  soient  deux  inconnues  qui  doivent  être  aussi  des 
nombres  entiers^ 

J'aurai  d'abord ,  par  la  résolution  ordinaire^ 
!iar+bs+d=  [/  ((i^  +rf)*--.4a  (c^*+  e5  4-  d));, 

r 

d'où  l'on  voit  que  la  difficulté  se  réduit  à  faire  ensorte  quç 

(65  +  d)»  — 4a  (c5*  +  e5+dîX   

foit  un  carré, 

» 

Supposons  pour  plu&'de  simplicité 

bd  —  aoe  ^^  gy 
d--4af-h, 

^t  il  faudra  que  ^5*  +  5^5  -f-  é  soit. un  carré  ;  supposons  ce 
carré  ==j'*,.  ensorte  que  Ton  ait  l'équation 

4s^  +  !igs  +  h:^y\ 
ft  tirant  la  valeur  de  ^ ,  on  aura 

^f  +  g  =  v^  c^j» + g»  —  ^^)  r 
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desorte  qii'il  ne  8*agira  plus  que  de  rendre  ç^réela  formule 

Donc  û  on  fait  encore 
on  aura  à  rendre  rationnel  le  radical 

Vi^  +  By. 

ç*est  à  quoi  on  parviendra  par  les  méthodes  données. 
Soit 

tnsorte  que  réqiiàtion  à  résoudre  soit 

Ton  aura  donc 

d'ailleurs  on  a  défi 

aar  +  ijr  -f  d  =  ±.y  \ 

ainsi  dès  qu'on  aura  trouvé  les  valeurs  de  x  t\y  ^  on  aura  celles 
de  r  et  ^  par  les  deux  équations 

±:  y  — r  rf  — r  ijr 
lia 

Or  comme  r  et  ^  doivent  être  des  nombres  entiers ,  il  esf 
visible  qu'il  faudra  i**.  que  or- et  y  soient  des  nombres  entier^ 
aussi  ;  2**.  que  dt.  x  '^  g  soit  divisible  par  A ,  et  qu'ensuite 
ihy  —  d  —  bs  le  soit  par  aa.  Ainsi ,  après  avoir  trouvé  toutei 
les  yaleuis  possibles  de  :p  et  y  en  nombres  entiers  ,  il  rçstçrj 
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encore  i  trouver  parmi  ces  valeurs ,  celles  qui  pourront  rendre 
ret  ^  des  nombres  entiers. 

Si  A  est  un  nombre  négatif  ou  un  nombre  positif  carré  , 
nous  avons  vu  que  le  nombre  des  solutions  possibles  en  nom*- 
bres  entiers  est  toujours  limité  ;  desorte  que ,  dans  ces  cas,  il  n*y 
aura  qu'à  essayer  successivement  pour  x  et  ^  les  valeurs  trou- 
vées ,  et  si  Ton  n*en  rencontre  aucune  qui  donne  pour  r  et  ^ 
des  nombres  entiers,  on  en  conclura  que  Téquation  proposée 
xi*admet  point  de  solution  de  cette  espèce. 

La  difficulté  ne  tombe  donc  que  sur  le  cas  où  ^^est  un 
nombre  positif  non  carré ,  dans  lequel  on  a  vu  que  le  iKMnbre 
des  solutions  possibles  en  entiers ,  peut  être  infini  ;  comme  Ton 
aurait  dans  ce  cas  un  nombre  infini  de  valeurs  à  essayer,  on  no 
pourrait  jamais  bien  juger  de  la  résolubilité  de  l'équation  pro- 
posée ,  à  moins  d'avoir  une  règle  qui  réduise  le  tâtonnement 
entre  certaines  limites;  c'est  ce  que  nous  allons  rechercher* 

77.  Puisqu'on  a ,  (art.  65)  , 
et,  (art.  7a), 

V 

il  est  facile  de  voir  que  les  expressions  générales  de  r  et  5  se* 
ront  de  cette  forme , 

ctt  +  $u  +  y             aH  -f  H^u  +  >* 
r^ j—.  s^ , 

«t ,  i8 ,  ^^ ,  ^,  «t* ,  jS* ,  ^* ,  J"'  étant  des  nombres  entiers  connus  ; 
et  t,  u  étant  donnés  par  les  formules  de  l'art.  75,  dans  les« 
quelles  l'exposant  m  peut  être  un  nombre  entier  positif  quel- 
conque ;  ainsi  la  question  se  réduit  à  trouver  quelle  valeur  oa 
doit  donner  à  m ,  pour  que  les  valeurs  de  r  et  ^  soient  des  noia:^ 
bres  entiers. 

4 


]^o  additions; 

78.  Je  remarque  d'abord  qu'il  est  toujours  pos&ible  de  trou-j 
ver  une  valeur  de  u  qui  soit  divisible  par  un  nombre  quelçon-? 
que  donné  A  -,  car  supposant 

VéquatioQ  > 

f'  —  au'zzzi 

deviendra 

laquelle  est  toujours  résoluble  en  nombres  entiers  ;  et  Ym 
trouvera  les  plus  petites  valeurs  de  <  et  a>  ^  en  faisant  le  même 
calcul  qu'auparavant  y  mais  en  prenant  ^  A^  à  la  place  de  A] 
or  f  comme  ces  valeurs  satisfont  aussi  à  Téquatipa 

elles  seront  nécessairement  renfermées  dans  les  formules  de 
Tart.  75.  Ainsi  il  y  aura  nécessairement  une  valeur  de  m  qui 
rendra  l'expression  de  u  divisible  par  A . 

Qu'on  dénote  cette  valeur  de  m  par  fÀ,  et  je  dis  que  si  dam 
les  expressions  générales  de  £  et  u  de  l'article  cité  ,  on  fait 

à 

la  valeur  de  u  sera  divisible  par  A,  et  celle  de  t  étant  divisée 
par  A ,  donnera  i  pour  reste. 

Car  si  on  désigne  par  7^*  et  V^  les  valeurs  de  t  et  u,  où 
m=^,  et  par  T^^  et  /^"  celles  oximi^îL^ ,  on  aura  (art.  75), 

donc 

ç'est-à-dire  ,  en  comparant  la  partie  rationnelle  du  premier 
membre  avec  la  rationnelle  du  second .  et  l'irrationnelle  avec 


c 
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|4rrationnelle 

^onc  puisque  V^  est  divisible  par  A  ,  ^"  le  sera  aussi ,  ef 
7*''  laissera  le  même  reste  que  laisserait  T^\  mais  on  a 

-(  Ayp.) ,  donc  iT*  -r  i  doit  être  divisible  par  A  .  et  mêmapai^ 

1  1 

A*,  puisque  V^  Test  déjà;  donc  7^*  et  parconséquent  aussi 

7^"  étant  divisé  par  A  ,  laissera  le  reste  i. 

IMaintenant  je  dis  que  les  valeurs  de  t  et  u  qui  répondent  à 
un  exposant  quelconque  m  ,  étant  divisées  par  A  ,  laisseront 
les  mêmes  restes  que  les  valeurs  de  t  et  u/  qui  répondraient 
à  Texppsant  m  -!|-  i^.  Car  désignant  ces  dernières  par  ô  et  v  ^ 
pn  aura 

t±:u\^A=^T±Lr\/Ay^y 
^nc 

mais  nous  venons  de'trouTe^r  ci-dessus  , 

0onc  on  aura 

e  ±;;;  1^^=  («  dt  u  \^A)  (  T''  ±,  F''\/Ay, 

d'oii  Ton  tire,  en  faisant  la  multiplication,  et  comparant  en- 
suite les  parties  rationnelles  ensemble  et  les  irratioimelles 
çnseipiîjle. 
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Or  7^"  est  divisible  par  A  ,  et  T"  laisse  le  reste  l  ;  dons 
é  laissera  le  même  reste  que  t,  et  u  le  même  reste  que  u. 

Donc  y  en  général,  les  restes  des  yaleurs'de  têtu  répondante» 
aux  exposans  m-^  ^ ,  tm  +  ^Z"*»  /»  +  S/ùt,  etc,  seront  îet 
mêmes  que  ceux  des  valeurs  qui  répondent  à  Texposant  quel- 
conque m. 

De  là  on  peut  donc  conclure  que  si  Von  vent  avoir  les  res- 
tes provenans  de  la  division  des  termes  t*,  t",  t"^  etc.  etu*, 
tt" ,  m"*  etc.  qui  répondent  à  m=  i ,  2,  3,  etc.  par  lenonh 

bre  A  ,  il  suffira  de  trouver  ces  restes  jusqu'aux  termes  t'^^ 

et  u^^  inclusivement  ;  car ,  après  ces  termes ,  les  mêmes  restes 
reviendront  dans  le  même  ordre ^  et  ainsi  de  suite  à  Finfini. 

« 

Quant  aux  termes  t^^  et  u     ,  auxquels  on  pourra  s'arrêter , 

ce  seront  ceux  dont  Tun  u^  sera  exactement  divisiUe  par  ^» 

et  dont  l'autre  t^^  laissera  l'unité  pour  reste  ;  ainsi  il  iCy  aura 
qu'à  pousser  les  divisions  ^us^'à  ce  qu'on  parvienne  aux  res- 
tes 1  et  G  ;  alors  on  sera  assuré  que  les  termes  suiyans  redon-^ 
neront  toujours  les  mêmes  restes  que  Ton  a  déjà  trouvés. 

On  pourrait  aussi  trouver  l'exposant  2/a  à  priori  ;  car  îl  n'jF 
aurait  qu'à  faire  le  calcul  indiqué  dans  l'art.  71 ,  n**  a  ,  pre- 
mièrement pour  le  nombre  A  y  et  ensuite  pour  le  nombre  A  A^\ 
et  si  on  nomme  ^  le  numéro  du  terme  de  la  série  P' ,  P" , 
P*"  etc.  qui,  dans  le  premier  cas,  sera  ==  J,  et  f  le  numéro  du 
terme  qui  sera  =  1  dans  le  second  cas ,  on  naura  qu'à  cher- 
cher le  plus  petit  multiple  de  ^  et  de  /) ,  lequel  étant  divisé 
par  *3r ,  donnera  la  valeur  cherchée  de  //, 

Ainsi  si  l'on  a ,  par  exemple, 

pn  trouvera  dans  la  table  de  Part,  ^i  pour  le  radical  |/S^ 
-     po  — 1 ,    J>ï  =  — .3,    P'l=  Xî 


5Q 
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2 

(ensuite  on  trouvera  dans    la  même  table  >  pour  le  radical 
V(6.9)=l/54, 


r (  donc  p  ^=  6  ;  or  le  plus  petit  multiple  de  a  et  6  est  6 ,  qui 
j£  étant  divisé  par  22  ^  donne  3  pour  (juotient  ^  desorte  qu'on 
ri^nra  ici 

s     Donc ,  pour  avoir  dans  ce  cas  tous  les  restes  de  la  division 

des  termes  t\  f",  ^"*  etc.  et  1^,  u",  u*"  etc.  par  5,  ilsuf-^ 

^  fira  de  chercher  ceux  des  six  premiers  termes  de  Fune  et  de 

;  l'autre  série  ;  car  les  termes  suivans  redonneront  toujours  les 

r  mêmes  restes ,  c'est-à-dire  que*  les  septièmes  termes  donne-t 

^  Tont  les  mêmes   restes  qpe  les  premiers  ;  les  huitièmes  le$ 

^  inémes  restes  que  les  aeconds  ^  et  ainsi  de  suite  à  TinEni. 

Au  reste  il  peut  arriver  quelquefois  que  les  termes  t     et  u^ 

fdcnt  les  mêmes  propriétés  que  les  termes  t^^,  c'est-à-diro 

que  u^soit  divisible  par  A  ,  et  que  t^  laisse  l'unité  pour  reste. 
Dans  ces  cas  on  pourra  s'arrêter  à  ces  mêmes  termes;  car  les 

""  restes  des  termes  suivans  if*    ^  ^  if*    ^  etc.  u        ,  vf*        etc. 
—  feront  les  mêmes  que  ceux  des  termes  t* ,  t^*,  etc.  u* ,  u" ,  etc, 
•^  ^t  ainsi  des  autres. 

En  général  nous  désignerons  par  M  la  plus  petite  valeur  dçt 
l'exposant  m  ^  qui  rendra  ^--  1  et  u  divisibles  par  A. 

79.  Supposons  maintenant  que  Ton  ait  une  expression  queir 

^    conque  composée  de  t  et  de  u  et  de  nombres  entier»  donnés  ^ 

4^ ^^ière  qu'elle  représente  toujours  des  nombres  entiers, 
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et  qu'il  s'agisse  de  trouver  les  valeurs  qu'il  faudrait  doane 
l'exposant  m ,  pour  que  cette  expression  devînt  divisible 
un  nombre  quelconque  donné  A  ;  il  n'y  aura  qu'à  faire  su 
cesaivement  m  =  i ,  2  ,  3,  etc..  jusqu'à  M\  et  ai  aucune 
ces  suppositions  ne  rend  l'expression  proposée  divisible  par 
on  en  conclura  hardiment  qu'elle  ne  peut  jamais  le  dcveni 
quelques  valeurs  qu'on  donne  km. 

Mais  si  Ton  trouve  de  cette  manière  une  ou  plusieurs  vale 
de/nqui  rendent  la  proposée  divisible  par  A,  alors  nommant 
chacune  de  ces  valeurs  ,  toutes  les  valeurs  possibles  de  m 
pourront  faire  le  même  effet  >  seront  N  yN  +  M ,  iV  +  a* 
N  +  5M  etc.  et  en  général  N  +  hM ,  A.  étant  un  nombre 
tier  quelconque. 

Pe.  mfm^,  si.l'on  avait  un||  autre  expression,  composée 
piêa^e  .de  t,  u  et  de  nombres  entiers  donnés,  lamelle 
être  en  mêm^  temps  divisible,  par  un  autre  nombre  quelcon- 
que dponé  A-,  on  chercherait  pareillement  les  valeurs  conve- 
nables dç  ^et  de  iy^;  que  nous  désigneroils  ici  par  M'  et  J\^' 
et  toutes  les  valeurs  de  l'exposant  m  qui  pourront  satisfaire  i 
la  condition  proposée,  seront  renfermées  dans  la  formul 
N^+h}M^,  h}  étant  un  nombre  quelconque  entier.  Ainsi 
n*y  aura  qu'à  chercher  les  valeurs  qu'on  doit  donner  aux  nom 
bres  entiers  h  et  A*,  pour  que  Ton  ait 

N  +  kM^iN'^k^M^ 
savoir 

équation  résoluble  par  la  méthode  de  l'article  42* 

Il  est  maintenant  aisé  de  faire  l'application  de  ce  que  no 
venons  de  dire  au  cas  de  l'art.  77 ,  où  les  expressions  prop 
sées  sont  de  la  fornie  M -^  ^u  +  y  y  aH  +  fi'u  +  >* ,  et  1 
diviseurs  sont  cT  et  J^*. 

Il  faudra  seulement  se  souvenir  de  prendre  les  nombres 
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:  u  successivement  en  plus  et  en  moins ,  pour  avoir  tous  lea 
m  possibles. 

* 

REMARQUE.  ' 

80.  Si  l'équation  proposée  à  résoudre  en  nombres  entiers 
•«ait  de  la  forme 

ûr*  +  Qbrs  +  cs^  =/, 

Si  y  pourrait  appliquer  immédiatement  la  méthode  de  l'art.  63} 
Itr  1°.  il  est  visible  que  r  et  5  ne  pourraient  avoir  un  com- 
Lun  diviseur,  à  moins  que  le  nombre  y  ne  fût  en  même  temps 
Loisible  par  le  carré  de  ce  diviseur;  desorte  qu'on  pourra 
^ujours  réduire  la  question  au  cas  où  r  et  5  seront  premiers 
ntre  eux.  a°.  On  voit  aussi  que  s  et  fne  pourraient  avoir  uri 
ommun  diviseur  ^  à  moins  que  c6  diviseur  n'en  fût  un  aussi 
«1  nombre  a ,  en  supposant  r  premier  à  s  ;  ainsi  on  pourra 
èdoire  encore  la  question  au  cas  oàs  et  f  seront  premiers 
citre  eux.  (  Voyez»  l'art.  64-  ) 

Or^  étant  supposé  premier  à  y,  et  à  r ,  on  pourra  faire 

r'=zns'^-'fz^ 

X  il  faudra ,  pour  que  l'équation  soit  résoluble  en  nombres  en- 
iers  ,  qu'il  y  ait  une  valeur  de  n  positive  ou  négative  pas  plus 

f 
grande  que^ ,  laquelle  rende  la  quantité  an^  -f"  ^^^  +  c  divi- 

»il>le  par  y.  Cette  valeur  étant  mise  à  la  place  de  n,  toute  l'é- 
Juation  deviendra  divisible  par^ ,  et  se  trouvera  réduite  au  cas 
le  celle  de  l'art.  65  et  suiv. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  même  méthode  peut  servir  à  ré- 
duire toute  équation  de  la  forme 

ar^  -f-  hr^s  -f-  cf*'^  V  -j-  etc.  +  ks^  =^fi 

^,  b,  c  etc.  étant  des  fiiouxbrei  entiers  donnés  ;  et  r  et  ^  deu^ 
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indéterminées  qui  doivent  être  aussi  des  nombres  entiei 
une  autre  équation  semblable  ,  mais  dans  laquelle  le  term 
connu  soit  Vunité ,  et  alors  on  y  pourra  appliquer  la  mé 
générale  du  5  H.  (  Voy.  la  remarque  de  Fart.  3o.  ) 

EXEMPLE     I. 

81.  Soit  proposé  de  rendre  rationnelle  cette  quantité 

V/(3o  +  62^  — 75»), 

en  ne  prenant  pour  s  que  des  nombres  entiers  ;  on  aura 
à  résoudre  cette  équation 

laquelle  étant  multipliée  par  7,  peut  se  mettre  sous 
forme  ^ 

7.3o  +  (30»~(7^-3x)-  =  7y», 

ou  bien  en  faisant 

7^  ^— 3i=x, 
et  transposant 

a;»  =1171  —  7^, 
ou 

a:*-f-7y*  =  ii7i. 

Cette  équation  est  donc  maintenant  dans  le  cas  de  Tari 
desorte  qu'on,  aura 

^  =  — 7>    ^=11715 

d'où  Ton  voit  d'abord  que  y  et  B  doivent  être  premiers 
eux,  puiijque  ce  dernier  nombre  ne  renferme  aucun  fa 
carré. 

On  fera;  suivant  la  méthode  de  Tart.  65, 

xz=:ny  —  ii7i«. 
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\t  il  faudra  y  pour  que  l'équation  soit  résoluble  y  que  Ton  puisse 
rouver  pour  n  un   nombre    entier  positif   ou   négatif  non 

>  —,  c'est-à-dire  non  >•  58o,  tel  que  n*  —  -<rf  ou  n*  +  7  soit 

li visible  par  B  ou  par  1 171. 
Je  trouve 

:e  qui  donne 

/i*  +  7=:ii7i  x88; 

ainsi  je  substitue  dans  Téquation  précédente  ±:3fliy—  1171» 
à  la  place  de  x ,  moyennant  quoi  elle  se  trouve  toute  divisible 
par  1 171 ,  et  la  division  faite ,  elle  devient 

88y  =p  64!iyz  +  1 1712'*  =  1. 

Pour  résoudre  cette  équation ,  je  vais  faire  usage  de  la  se^ 
conde  méthode  exposée  dans  Tart.  70,  parcequ'elle  es^  en 
effet  plus  simple  et  plus  commode  que  la  première.  Or  comme 
le  coefficient  dey*  est  plus  petit  que  celui  de  a*,  j*aurai  ici 

Z>=ii7i,   D^  =  88,    n  =  ±:32i; 

donc  '  retenant  pour  plus  de  simplicité  1^  lettre  J^  à  la  place 
de  &y  et  mettant  y^  à  la  place  de  z,  je  ferai  le  calcul  nii- 
yant,  où  je  supposerai  d*abord  n  =  3âi  : 

m     =    ^      =      4,n'   =321— 4.88=;— 3i, 

m»    =s   '^^    =— 3,n»' =-3i  +  3.ii=a, 
11 

m**=         -         =        2,7l"*=:2        — 2.1    =0, 
1 

£)»"=  ilLZ  =1,  y  =  — 3y*  +y". 


11 


Z)'^=     Z      =:7,y«=ay/i  +  y; 


«, 
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Puisque  n*»'  ==  o  et  parcônséquent  < et  < ^  dà 

s'arrêtera  ici  et  on  fera 

et 

à  cause  que  D"»  est<  D'\ 

Maintenant  je  reniarque  que  A  étant  =*—  7 ,  et  parconsé^ 
quent  négatif  ^  il  faut ,  pour  la  résolubilité  de  l'équation ,  qne 
l'on  ait  Mz=i;  c'est  ce  que  Ton  vient  de  trouver  ;   desorte 
qu'on  en  peut  conclure  d'abord  que  la  résolution  est  posiibk  I 
On  supposera  donc 

et  l'on  aura,  par  les  formules  ci^iessus, 

y»=±:i,y  =  rp3  =  a,  j^rrtqpiaihiqpiii- 
les  signes  ambigus  étant  à  volonté.  Donc 

X  =  3aiy  —  1171a  ==Hh  ^^$ 
et  conséquemment 

__^a7  +  3i       3irpi8       ,-  ,p 

Or  comme  on  exige  que  la  valeur  de  s  soit  égale  à  un  nombre 
entier,  on  ne  pourra  prendre  que  ^  =  7. 

Il  est  remarquable  que  Tautre  valeur  de  s,  savoir -2^,  quoi- 
que fractionnaire,  donne  néanmoins  un  nombre  entier  pourh 
valeur  du  radical  ^/(^o+fî^^  —  7^^)}  ®^  1®  même  nombre 
1 1  que  donne  la  valeur  ^  =  7  ;  desorte  que  ces  deux  Yalcun 
de  t  seront  les  racines  de  Téquation 

5o  +  S2S  —  7^*  =  lai; 
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Nous  avons  supposé  ci-dessus  n=33i;  or  on  peut  faire 
également  n=z  —  Sai  ;  mais  il  est  facile  de  voir  d'avance  que 
^out  le  changement  qui  en  résultera  dans  les  formules  précé- 
dentes, c'est  que  les  valeurs  de  m,  m*,  zn",  et  de  n*,  ti",  chan- 
5eront  de  signe ,  moyennant  quoi  les  valeurs  de  y^  et  y  devien- 
dront aussi  de  différons  signes,  ce  qui  ne  donnera  aucun 
Qouveau  résultat,  puisque  ces  valeurs  ont  déjà  d'elles-mêmes 
le  signe  ambigu  ih. 

Il  en  sera  de  même  dans  tous  les  autres  cas;  desorte  qu'on 
pourra  toujours  se  dispenser  de  prendre  successivement  la  va- 
leur de  n  en  plus  et  en  moins. 

La  valeur  ^  ==  7  que  nous  venons  de  trouver ,  résulte  de  la 
valeur  de  /i  =  d:  Sai  ;  on  pourrait  trouver  d'autres  valeurs 
de  ^,  si  on  trouvait  d'autres  valeurs  de  n  qui  eussent  la  condi- 
tion requise;  mais  comme  le  diviseur  B  =  iiji  est  un  nom- 
bre premier ,  il  ne  saurait  y  avoir  d'autres  valeurs  de  n  de  la 
même  qualité  y  comme  nous  l'avons  démontré  ailleurs,  (3fe- 
Tfioires  de  Berlin  y  pour  tannée  1767,  page  194)  ,  d*où  il  faut 
conclure  que  le  nombre  7  est  le  seul  qui  puisse  satisfaire  à  la 
question. 

J'avoue  au  reste  qu'on  peut  résoudre  le  problème  précédent 
avec  plus  de  facilité  par  le  simple  tâtonnement  ;  car  dès  qu'on 
est  parvenu  à  l'équation 

x^=  1171—7^% 

il  n'y  a  qu'à  essayer  pour  y  tous  les  nombres  dont  les  car- 
rés-multipliés  par  7  ne  surpassent  pas  1171,  c'est-à-dire  tous 
les  nombres  <  \/^  <  i3. 

Il  en  est  de  même  de  toutes  les  équations  où  A  est  un  nom-* 
bre  négatif;  car  dès  qu'on  est  arrivé  à  l'équation 

x^=B  +  Ay\ 
©ù  (en  faisant  ^  =  —  a), 

a.  Ff 
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il  est  clair  que  les  valeurs  satisfaisantes  de  y  ,  s'il  y  eu  a  >  ne 

pourront  se    trouvet  que  parmi  les  nombres  •<  |/  — .  Ausa 

n*ai-je  donné  des  méthodes  particulières  pour  le  cas  de  A  né- 
gatif ^  que  parceque  ces  méthodes  ont  une  liaison  intime  avec 
celles  qui  concernent  le  cas  de  ji  positif,  et  que  toutes  cet 
méthodes  étant  ainsi  rapprochées  les  unes  des  autres ,  peuvent 
se  prêter  un  jour  mutuel  et  acquérir  un  plus  grand  degré  d'é- 
vidence. 

EXEMPLE     II. 


8f3.  Donnons  maintenant  quelques  exemples  pour  le  cas  de 
^  positif,  et  soit  proposé  de  trouver  tous  les  nombres  entieiï 
qu'on  pourra  prendre  pour* j^ ,  ensorte  que  la  quantité  radi- 
cale V/(i3y*-f-  101  )j  devienne  rationnelle- 

On  aura  ici,  (art.  64)  > 

^=  i3,   B  =  101, 

et  réquation  à  résoudre  en  entiers  sera 

00^  —  i3y*  =  101 , 

dans  laquelle,  à  cause  que  ici  n'est  divisible  par  aucun  carré, 
y  sera  nécessairement  premier  à  ici. 
On  fera  donc ,  (  art.  65  ) , 

X  ==  ny —  1012, 

et  il  faudra  que  ;i*—  i3  soit  divisible  par  loi  ,  en  prenant  I 

Je  trouve  «  =  35  ,  ce  qui  donne 

71*  =  1225,    Ti"  —  i5  z=z  1212  =  101  X  la; 
ainsi  on  pourra  prendre  /».==:  ±:  35  ,  et  substituant,   au  lieu 
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de  3Cy  ±:35y  —  loia,  on  aura  une  équation  toute  divisible 
par  101  ,  cjpi,  la  division  faite ,  sera 

lûy*  ip  joyz  -f-  1012*=  1. 

Employons  encore ,  pour  résoudre  cette  équation ,  la  mé- 
thode de  Tart.  70  *,  faisons 

D*  =  i2,    D=i:ioi>    7i  =  ±:35, 

mais  au  lieu  de  la  lettre  fl  nous  conserverons  la  lettre  j^,  et 
nous  changerons  seulement  z  en  j'^ ,  comme  dans  l'exemple 
précédent. 

Soit,  1®.  71  =  35,  on  fera  le  calcul  suivant  : 


m=?^=3,/i'=35-3.i2=-i,  D'=}—^=-i,y^y+y\ 
m'=ii  =3,  z.'^  =  ^  1  +  1  =0,  D'^  =  ^=  i3,y=/  +y\ 

Comme  71"  =  o,  et  consequemment<^ et  < ,  on 

l'arrêtera  ici  et  Ton  aura  la  transformée 

ou  bien 

11111 

laquelle  étant  réduite  à  cette  forme 
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sera  susceptible  de  la  méthode  de  l'art.  71,  n®2;  et  comnîo 
^  =  i3  est  <^  loo,  on  pourra  faire  usage  de  la  table  de  l'ar- 
ticle J^\, 

Ainsi  il  9'y  aura  qu  à  voir  si  dans  la  série  supérieure  dea 

m 
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nombres  qui  répondent  à  y/ 1 3,  il  se  trouve  le  nombre  idani 
une  place  paire;  car  il  faut,  pour  que  l'équation  précédente 
toit  résoluble,  que  dans  la  série  jP°,  P*,  P" ,  etc.  il  se  trow 
un  terme  =  —  i  ;  mais  on  a 

P°  =  i,  — P»  =  4,  P"==3etc. 

donc  etc.  or  dans  la  série  i ,  4>  ^>^i  4>  ^  ^^c*  ^^  trouye  jus- 
tement 1  à  la  sixième  place ,  ensorte  que 

P^=— i; 

donc  on  aura  une  solution  de  Téquation  proposée^  en  prenant 

les  nombres  p^,  q^  étant  calculés  d'après  les  formules  de  Tar' 
ticle  a5  ,  en  donnant  k  (à,  ^jt}  ^  /u"  etc.  les  valeurs 5 ^  i  ^  i>  ^ 
1 ,  6  etc.  qui  forment  la  série  inférieure  de^  nombres  vépos* 
dans  à  ^/iS  dans  la  même  table. 

On  aura  donc 

p«  =1  9*>    =0 

p*   =5  9'    =  i 

p'"=p»  +p»   =   7       9»"  =9»  +9»    ~a 

p^  =p»r+p»"  =  i8,    ^v    _^,Y  ^^m_5; 

Donc 

y"  =  i8,  y  =  5; 
«onc 

Nous  avons  supposé  ci-dessus  /»  =  35 ,  mais  on  peut  wm 
prendre  »  ;;a  -—  35. 


^ 
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Soit  donc  a*.  Ji  =  —  35  ^  on  fera 

ainsi  on  aura  les  mêmes  valeurs  de  D" ,  D*"  et  n"  qu'aupa- 
ravant ,  dcsorte  que  la  transformée  en  j'"  et  j^"*  sera  aussi  la 
piême. 

On  aura  donc  aussi 

y"  =  18,  y  =  5; 
donc 

Nous  avons  donc  trouvé  deux  valeurs  de  y  avec  les  valeurs 
correspondantes  de  y*  ou  z\  et  ces  valeurs  résultent  de  la 
supposition  de  71=  i  35;  or  comme  on  ne  peut  trouver  au- 
cune autre  valeur  de  n  qui  ait  les  conditions  requises^  il  s'ensuit 
que  les  valeurs  précédentes  seront^  les  seules  valeurs  primitives 
que  Ton  puisse  avoir;  mais  on  pourra  ensuite  en  trouver  une 
infinité  de  dérivées  par  la  méthode  de  Tart.  7a. 

Prenant  donc  ces  valeurs  de  j^  et  z  pour  p  et  ç ,  on  aura  en 
général ,  (  art.  cité  ) , 

y:=ij4t  —  (loi.aS — 35.74)w=— 34^  +  267^ 
«  =  23^  +  (  12.74  — 35. a3)u=      sSt+  i'5u 

ou 

j^  =  — 34«  — (  ioi.i3  — 35.34)m=:  — 34^— 123a 
z=      i3t+ (—12.34+25.13)  M  r=      \Zt+  47U 

et  il  n'y  aura  plus  qu'à  tirer  les  valeurs  de  t  et  m  de  Téqua- 

3 
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tion 

^•—  i3a*  =  i; 

or  ces  valeurs  se  trouvent  déjà  toutes  calculées  dans  la  table 
qui  est  à  la  fin  du  chapitre  VII  du  traité  précédent  ;  on  aura 
donc  sur-le-champ 

t  =  64s  y    u=iSo; 

desorte  que  prenant  ces  valeurs  pour  T  et  ^  dans  les  formulei 
de  l'art.  76 ,  on  aura  en  général 


t 


__  (649  +  180  ^/iS)"*  +  (649  —  ^80  V/i5)"* 


a 


_(649+  i8o\/i5)"*— (649  — 180  y/iS)"» 

où  Ton  pourra  donner  à  m  telle  valeur  qu'on  voudra ,  pourvu 
qu'on  ne  prenne  que  des  nombres  entiers  positifs. 

Or  comme  les  valeurs  de  i  et  u  peuvent  être  prises  tant  ea 
plus  qu'en  moins ,  les  valeurs  de  y  qui  peuvent  satisfaire  à  la 
question^  seront  toutes  renfermées  dans  ces  deux  formules  y 

y  =  dz'j4*±  267U , 
=:±54t±.iz3u, 

les  signes  ambigus  étant  à  volonté. 
Si  on  fait  m  =  o ,  on  aura 

t  rz=  1 ,     zz  =  o; 
donc 

y=±74f     ovi    =±54; 

et  cette  dernière  valeur  sera  la  plus  petite  qui  puisse  résoudre 
le  problème. 

Nous  avons  déjà  résolu  ce  même  problème  dans  les  Mémoi" 
res  de  Berlin  pour  l'année  17S8  ,  page  2^5 '>    mais  comme 
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nous  y  avons  fait  usage  d'une  méthode  un  peu  différente  de  la 
précédente ,  et  qui  revient  au  même  pour  le  fond  que  la  pre--  '  m 
mière  méthode  de  Tart.  G6  ci-dessus ,  nous  avons  cru  devoir 
le  redonner  ici,  pour  que  la  comparaison  des  résultats  qui  sont 
les  mêmes  par  Tune  etTautre  méthode,  puisse  leur  servir  de 
confirmation ,  s*il  en  est  besoin. 

EXEMPLE     III. 

83.  Soit  proposé  encore  de  trouver  des  noitibres  entiers  qui, 
étant  pris  pour  j',  rendent  rationnelle  la  quantité 

On  aura  donc  à  résoudre  en  entiers  l'équation 

^*  — 79y  =  ioï> 

dans  laquelle  y  sera  premier  à  loi,  puisque  ce  nombre  ne 
renferme  aucun  facteur  carré. 

Qu'on  suppose  donc 

a:  =  71^—  loiz, 

et  il  faudra  que  n*  —79  soit  divisible  par  loi  ,  en  prenant 
n  -^-^  <  5i  ;  on  trouve  /i  =  33,  ce  qui  donne 

n'*—  i3  =  1010=  101  X  lo; 
ainsi  on  pourra  prendre 

n=±:33, 

et  ces  valeurs  seront  les  seules  qui  aient  la  condition  requise. 
Substituant  donc  ±  33j'  —  lo iz  à  la  place  de  a? ,  etdivi- 

\  4 
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sint  toute  réquation  par  loi ,  on  aura  cette  transformée 

10^*  q:  S6yz  +  loiz*  =  i. 
On  fera  donc 

et  prenant  d'abord  n  en  plus ,  on  opérera  comme  dans  Texem- 
ple  précédent  ;  on  aura  ainsi 

m=^=3,  n'=33-3.  xo=3,  D"=9=^=-7,  ^^=3/+/ 


Or  comme  n*  =  3  est  déjà  <  —  et  < ,  îl  ne  sera  pal 

nécessaire  d'aller  plus  loin ,  ainsi  on  aura  la  transformée 

laquelle  étant  multipliée  par  —  7,  pourra  se  mettre  sou5  cette 
forme , 

(7y  +  3y)'-79y--7- 


Puisque  donc  7  est<^  \/7S  >  si  cette  équation  est  résoluble, 
il  faudra  que  le  nombre  7  se  trouve  parmi  les  termes  de  la  sé- 
rie supérieure  des  nombres  qui  répondent  à  I/79  dans  la  table 
de  l'art.  4^  *  ^t  même  que  ce  nombre  7  y  occupe  une  place 
paire ,  puisqu'il  a  le  signe  — .  Mais  la  série  dont  il  s'agit  ne 
renferme  que  les  nombres  1 ,  1 5 ,  2,  qui  reviennent  toujours  ; 
donc  on  doit  c  )nclure  sur-le-champ  que  la  dernière  équation 
n'efct  pas  résoluble,  et  qu'ainsi  la  proposée  ne  Test  pas,  au 
moins  d'après  la  valeur  de  /i  =  33. 

11  ne  reste  donc  qu'à  essayer  l'autre  valeur  tî  =  —  33 ,  la- 
quelle donnera 
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desorte  qu'on  aura  cette  autre  transformée  ^ 

—  7y'  +  6y'y"  +  loy  =  i> 

laquelle  se  réduit  à  la  forme 

(7y-3yo*-79y=-7; 

qui  est  semblable  à  la  précédente.  D'où  je  conclus  que  l'équa- 
tion proposée  n'admet  absolument  aucune  solution  en  nombres 
entiers. 

REMARQUE. 

84.  M.  Euler ,  dans  un  excellent  Mémoire  imprimé  dans  le 
tome  IX  des  nouveaux  Commentaires  de  Pétersbourg ,  trouve 
par  induction  cette  règle,  pour  juger  de  la  résolubilité  de  toute 
équation  de  la  forme 

lorsque  B  est  un  nombre  premier;  c'est  que  l'équation  doit 
être  possible  toutes  les  fois  que  B  sera  de  la  forme  /^n  +  r*, 
ou  ^An  ■+•  r*  —  A\  mais  l'exemple  précédent  met  cette  règle 
en  défaut;  car  101  est  un. nombre  premier  de  la  forme 
^An  +  ?^  —  A  y  en  faisant 

A  =  79,   n  =  —  4,  r=38; 

cependant  l'équation 

cc^^^  79j^==:  101 

n'admet  aucune  solution  en  nombres  entiers. 

Si  la  règle  précédente  était  vraie ,  il  s'ensuiyr^t  que  si  l'é- 
quation 

ocr"  ^  Ay*  =  B 
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est  possible  lorsque  B  a  une  valeur  quelconque  b y  elle  lése- 
rait aussi  en  prenant 

pourvu  que  ^  fût  un  nombre  premier.  On  pourrait  limiter 
cette  dernière  règle  y  en  exigeant  que  b  fût  aussi  un  nombre 
premier  ;  mais  avec  cette  limitation  même  elle  se  trouverait 
démentie  par  l'exemple  précédent  ;  car  on  a 


en  prenant 


101  =:4An  +  b, 
•^=79,   n  =  — 2,   ft  =  733; 


or  733  est  un  nombre  premier  de  la  forme  x*  —  79J^,  en 
faisant 

x=38,  y  =  3; 

cependant  101  n'est  pas  de  la  même  forme  x*  —  79^^*. 
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PARAGRAPHE    VL 

Hemarques  sur  les  équations  de  la  forme 

et  sur  la  manière  ordinaire  de  les  résoudre  en 
nombres  entiers. 


85.    X-JA  méthode  du  chap.  VII  du  traité  précédent,  pour 
résoudre  les  équations  de  cette  espèce ,  est  la  même  que  celle 
que  M,  TVallis  donne  dans  son  Algèbre,  (chap.  XCVIII) ,  et 
qu'il  attribue  à  Milord  Brounker  ;  on  la  trouve  aussi  dans  l'Al- 
gèbre de  M.  Ozanam ,  qui  en  fait  honneur  à  M.  de  Fermât. 
Quoi  qu'il  en  soit  de  l'inventeur  de  cette  méthode ,  il  est  au 
moins  certain  que  M.  de  Fermât  est  l'auteur  du  problème  qui 
en  fait  l'objet*  il  l'avait  proposé  comme  un  défi  à  tous  les  géo- 
mètres anglais,  ainsi  qu'on  le  voit  parle  commercium  cpistolicum 
de  M.  TVallis  :  c'est  ce  qui  donna  occasion  à  milord  Brounker 
d'inventer  la  méthode  dont  nous  parlons  ;  mais  il  ne  paraît  pas 
que  cet  auteur  ait  connu  toute  l'importance  du  problème  qu'il 
avait  résolu  ;  on  ne  trouve  même  rien  sur  ce  sujet  dans  les 
écrits  qui  nous  sont  restés  de  M.  Fermât ,  ni  dans  aucun  des 
ouvrages  du  siècle  passé,  où  l'on  traite  de  l'analyse  indétermi- 
née. 11  est  bien  naturel  de  croire  que  M.  FeiTnat ,  qui  s'était 
principalement  occupé  de  la  théorie  des  nombres  entiers,  sur 
ie<îruels  il  nous  a  d'ailleurs  laissé  de  très-beaux  théorèmes , 
ayô    .lé  conduit  au  problème  dont  il  s'agit  par  les  recherche» 
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^jf  étant  un  terme  quelconque  de  la  série  infinie  /x*,  /x"  ,  etc. 
dont  le  quantième  p  ne  peut  se  déterminer  qu'a  posteriori. 

Il  faut  remarquer  que  dans  cette  fraction  continue  les 
nombres  /u,  id}^  (jl^^  etc.,  doivent  être  tous  positifs,  quoique 
nous  ayons  vu  dans  Tart.  3 ,  qu'on  peut  en  général ,  dans  les 
fractions  continues ,  rendre  les  dénominateurs  positifs  ou  néga- 
tifs ,  suivant  que  l'on  prend  les  valeurs  approchées  plus  petites 
ou  plus  grandes  que  les  véritables;  mais  la  méthode  dupro' 
blême  I  (art.  aS  et  suiv.  )  ^  exige  absolument  q.ue  les  valeurs 
approchées  /u,  fji.\  [jl^^  etc. ,  soient  toutes  prises  en  défaut«r  ^ 

87.  Maintenant ,  puisque  la  fraction  -  est  égale  à  une  frac- 
tion continue  dont  les  termes  sont  ^,  ^%  ^"  etc.  jaP,  il  est 
clair  ,  par  Tart.  4  >  que  /u  sera  le  quotient  de  p  divisé  parc, 
que  /x*  sera  celui  de  q  divisé  par  le  reste ,  />t"  celui  de  ce  reste 
divisé  par  le  second  reste  ,  et  ainsi  de  suite  ;  déserte  que  nom- 
mant r,  s  y  t  f  etc.  les  restes  dont  il  s'agit ,  on  aura  ,  par  la 
nature  de  la  division , 

p=z=/t/:(7 -f- r,     <7=^V+^>     r  =  /^"j -f-  *>  6tc. 

où  le  dernier  reste  sera  nécessairement  =  o  ,  et  ï'avant-der- 
nier  =  1  ,  à  cause  que  p   et  q  sont  des  nombres  premierî 

entr'eux.  Ainsi  ^  sera  la  valeur  entière  approchée  de  -,  iu' 

V 
CI  r 

celle  de  -  ,   u**     celle   de  -  etc.  ,     ces  valeurs  étant  toutes 
r  s 

prises  moindres  que  les  véritables ,  à  l'exception  de  la  dernière 

fjiPj  qui  sera  exactement  égale  à  la  fraction  correspondante  j  à 
cause  que  le  reste  suivant  est  supposé  nul. 

Or,  comme  les  nombres  /u,  fX'^  />t" ,  etc.,  /x^,  sont  les 
mêmes  pour  la   fraction  continue  qui  exprime  la  valeur  de 

f-,  et  pour  celle  qui  exprime  la  valeur  de   ^  A ^  on  peut 

V 
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prendre,  jusqu'au  terme  ^^, 

c'est-à-dire , 

p*  — ^9^  =  0. 

Ainsi  on  cherchera  d'abord  la  valeur  approchée  en  défaut  de 
^ ,  c'est-à-dire  de  j/  ^ ,  et  ce  sera  la  valeur  de  ^  ;  ensuite  on 
substituera  dans 

à  la  place  de  p  sa  valeur  [xq  +  r,  ce  qui  donnera 

(^*  —  ^)  q»  -h  2iAqr  +  r*  =o, 

et  on  cherchera  de  nouveau  la  valeur  approche  en  défaut  de  -^  j 
c'est-à-dire  de  la  racine  positive  de  Téquation 

et  l'on  aura  la  valeur  de  /x' 

On  continuera  à  substituer  dans  la  transformée 

il^^  —  A)  q^  +  otiqr  -f-  r*  =  o  , 

À  la  place  de  (]f ,  /x»  r  +  .y;  on  aura  une  équation  dont  la  racine 

f 
■era  -;  on  prendra  la  valeur  approchée  en   défaut  de  cette 

■racine,  et  l'on  aura  la  valeur  de  />t".  On  substituera  ft"r  +  J 
à  la  place  de  r,  etc. 

Supposons  maintenant  que  t  soit,  par  exemple ,  le  dernier 
ireste  qui  doit  être  nul ,  s  sera  l'avant-dernier  qui  doit  =  i  ; 
donc  si  la  transformée  en  *  et  *  de  la  formule  p*  —  Aq^  est 
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p^  +  Qst  +  Rt^f'û  faudra  qu'en  y  faisant 

t  =  0,    S=:l 

elle  devienne  =  i ,  pour  que  Féquation  proposée 

ait  lieu  ;  donc  P  devra  être  =  i .  Ainsi  il  n'y  aura  qu'à  conti- 
nuer les  opérations  et  les  transformations  ci-dessus,  jusqu'à 
ce  que  Ton  parvienne  à  une  transformée  où  le  coefficient  du 
premier  terme  soit  égal  à  Tunité  ;  alors  on  fera  dans  cette  for- 
mule la  première  des  deux  indéterminées ,  comme  r,  égale  à  i, 
et  la  seconde,  comme  s,  égale  à  zéro;  et  en  remontant ,  oa 
aura  les  valeurs  convenables  de  p  et  ^. 

On  pourrait  aussi  opérer  sur  l'équation  même 

P*  — A9*=:i, 

en  ayant  seulement  soin  de  faire  abstraction  du  terme  tont 
connu  1  ,  et  parconséquent  aussi  des  autres  termes  tout  con- 
nus qui  peuvent  résulter  de  celui-ci,  dans  la  détermination 

des  valeurs  approchées  1^,1^^,  ^"  etc.  de  ^,  -,  -  etc.   dan» 

ce  cas  on  essaiera  à  chaque  nouvelle  transformation ,  si  Te- 
quation  transformée  peut  subsister  en  y  faisant  Tune  des  deux 
indéterminées  =  i  et  l'autre  =  o  ;  quand  on  sera  parvenu  à 
une  pareille  transformée,  l'opération  sera  achevée,  et  il  n'y 
aura  plus  qu'à  revenir  sur  ses  pas  pour  avoir  les  valeurs  cher- 
chées de  p  et  de  q. 

Nous  voilà  donc  conduits  à  la  méthode  du  chap.  VU.  ^ 
examiner  cette  méthode  en  elle-même  et  indépendamment  des 
principes  d'où  nous  venons  de  la  déduire ,  il  doit  paraître  assez 
indifférent  de  prendre  les  valeurs  approchées  de  /u  ,  /u* ,  fjt^^  etc. 
plus  petites  ou  plus  grandes  que  les  véritables ,  d'autant  que, 
de  quelque  manière  qu'on  prenne  ces  valeurs,  celles  de  r,  h 
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i  etc.  doivent  aller   également  en  diminuant  jusqu'à  zérO|, 
(art.  6). 

Aussi  M.  TVallis  remarque-t-il  expressément  qu'on  peut 
employer  à  volonté  les  limites  en  plus  ou  en  moins  pour  les 
nombres  (jl  ^  f^\  i^"  etc.  et  il  propose  même  ce  moyen  comme 
propre  à  abréger  souvent  le  calcul  ;  c'est  aussi  ce  que  M.  Euler 
fait  observer  dans  Fart,  i  oa  et  suiv.  du  chapitre  cité  ;  cepen-« 
dant  je  vais  faire  voir  par  un  exemple ,  qu'en  s'y  prenant  de 
cette  manière ,  on  peut  risquer  de  ne  jamais  parvenir  à  la  so- 
lution de  l'équation  proposée. 

Prenons  l'exemple  de  l'art,  loi  du  même  chap.  où.  il  8*agit 
de  résoudre  une  équation  de  cette  forme, 

ou  bien 

p*  — 6v*=i. 
On  auradonc 

p  =  1/(69^  +  1), 
et  négligeant  le  terme  constant  1 , 

p  —  qV^'» 


donc 


f  =  V/G>a<3î 


prenons  la  limite  en  moins  et  faisons  fc  =  a ,  et  ensuite 

p==a</  +  r; 
mibstituant  donc  cette  valeur,  on  aura 

donc 

ar+ '   (6r»  — a) 

^    tâSS    mÊmtmÊmmmm    II      i   ■  «  I  i  I       —  '      a 
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OU  bien  -,  en  rejetant  le  terme  constant  —  s , 

v  +  rV^ 
1  = H ' 

d'où 

2^a+£6  3 

r  a 

prenons  de  nouveau  la  limite  es  moins ,  et  faisons 

q  =  2r  +  s, 
la  dernière  éqpation  deviendra 

où  Ton  voit  d'abord  qu'on  peut  supposer 

f  =  0,    r=  1; 
ainsi  on  aura 

qzzzQ,    p  =  5. 

Maintenant  reprenons  la  première  transformée 

—  2</*  +  4^r +y»  =  1 , 

où  nous  avons  vu  que  2>2et<^3,  etau  lieu  de  prendre 

la  limite  en  moins ^  prenons-la  en  plus  ^  c'est-à-dire,  sup- 
posons 

q^5r  +  s,  , 

ou  bien ,  puisque  s  doit  être  alors  une  quantité  négative  ^ 

q  =  3r  —  s, 

9»  aura  la  transformée  suivante, 

~  5r*  +  Sr^—  fw^  =  1 , 
laquelle  donaera 
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donc  négligeant  le  terme  constant  5 , 

r= g ,  -=___>i<a. 

Prenons  de  nouveau  la  limite  en  plus  ^  et  faisont 

r  =  iw  —  t, 
^n  aura 

—  6^+ i2jf  —  5^  =  1; 
donc 

^- 6 ' 

donc  rejetant  le  ternie  — •  6  , 

.= — 6 — '  i  =  ^+-r>^<^' 

Qu'on  continue  à  prendre  les   limites  en  plus,  et  qu^on 
fasse 


il  viendra 
donc 

donc 


^  ir:  ût— -u. 


—  5l'  -H  i2tu  —  Gw*==:  1  ; 

*= 5 ^ 

-  =  — 5— >i<a^ 
Faisons  donc  de  même 

on  aura 

—  au*  *f-  Bux  —  5ac*  =»  i  ; 
donc  etc. 
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Continuant  de  cette  manière  à  prendre  toujours  les  linifei 
en  plus,  on  ne  trouvera  jamais  de  transformée  où  le  coefiScient 
du  premier  terme  soit  égal  à  l'unité  ,  comme  il  le  faut,  pour 
qu'on  puisse  trouver  une  solution  de  la  proposée. 

La  même  chose  arrivera  nécessairement  toutes  les  fois  qu'on 
prendra  la  première  limite  en  moins,  et  les  suivantes  toutes  en 
plus;  je  pourrais  en  donner  la  raison  à  priori;  mais  comme 
le  lecteur  peut  la  trouver  aisément  par  les  principes  de  notre 
théorie ,  je  ne  m'y  arrêterai  pas.  Quant  à  présent  il  me  suffit 
d'avoir  montré  la  nécessité  de  traiter  ces  sortes  de  problèmes 
d'une  manière  plus  rigoureuse  et  plus  profonde  qu'on  ne  Vit' 
vait  encore  fait. 
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PARAGRAPHE    IX. 

De  la  manière  de  troui^er  des  fonctions  aïgéhrî^ 
gués  de  tous  les  degrés  ^  qui  étant  multipliées 
ensemble  produisent  toujours^  des  fonctions 
semblables. 

^Addition  pour  tes  chapitres  XI  et  XII. 

S8.  J  s.  crois  avoir  eu  en  même  temps  que  M.  Euler  Tidé» 
de  faire  servir  les  facteurs  irrationnels  et  même  imaginaires 
des  formules  du  second  degri  ^  à  trouver  les  conditions  qui 
rendent  ces  formules  égales  à  des  carrés  ou  à  des  puissances 
quelconques  ;  j*ai  lu  sur  ce  sujet  à  F  Académie  ^  en  lyGS^  un 
Mémoire  qui  n'a  pas  été  imprimé,  mais  dont  j'ai  donné  un  pré- 
cis à  la  fin  de  mes  recherches  sur  tes  problèmes  indéterminés , 
qui  se  trouvent  dans  le  volume  pour  l'année-  17S7,  lequel  a 
paru  en  lyCg»  avant  même  la  traduction;  allemande  de  TAI* 
gèbre  de  M.  Euler. 

J'ai  fait  v(nr  dans  l'endroit  que  je  viens  de  citer ,  comment oir 
peut  étendre  la  même  méthode  à  à%s  formules  de  degrés  plus 
élevés  que  le  second;  et  j'ai  par  ce  moyen  donné  la^ solution 
de  quelques  équations  dont  il  aurait  peut-être  été  fort  difficile 
de  venir  à  bout  par  d'autres  voies.  Je  vais  maintenant  généra^ 
liser  encore  davantage  cette  méthode ,  qui  me  paraît  mériter 
particulièrement]  l'attention  des  géomètres  par  sa  nouveauté  et 
par  f  a  singularité. 
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89.  Soient  et  et  fi  les  deux  racines  de  l'équation  du  second 

degré 

A*  —  aj  +  A  =  o , 

et  considérons  le  produit  de  ces  deux  facteurs, 

qui  sera  nécessairement  réel  ;  ce  produit  sera 

oc^  +  (it  +  fi)xy  +  ctfiyi 
or  on  a 

par  la  nature  de  Téquation 

5*  —  05  -{-i  =0; 
donc  on  aura  cette  formule  du  second  degré 

07*  +  axy  +  fy*9 
laquelle  est  composée  des  deux  facteurs 

x  +  tty,   x  +  fiy, 

Maintenant  il  est  visible  que  si  Ton  a  une  formule  sem- 
blable 

1  1 

et  qu'on  veuille  les  multiplier  Tune  par  l'autre ,  il  suffira  de 
multiplier  ensemble  les  deux  facteurs  x  +  «ty ,  x^  •+•  cty\  et 
les  deux  x  +  fiy,  x^  +  fiy\  ensuite  les  deux  produits  l'un 
par  Tautre.  Or  le  produit  de  x  -j-  ety  par  x*  -f-  «y*  est 
xx^  -r  «  (  xy^  +  yx^  )  +  et^y^  ;  mais  puisque  et  est  une  dei 
racines  d^  Téquation 

5*  —  Oî  -}-  i  =  o, 
on  aura 

«t*  — a«6  -f-i=:  o; 

donc 

A^  =  art  — J; 
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donc  substituant  cette  valeur  de  c&^  dans  la  formule  précédente^ 
elle  deviendra 

desorte  qu'en  faisant  ^  pour  plus  de  sim|>licité  ^ 

X  =  xx^  —  byy^ , 

Y  =  xy^  -{-  y  a:*  -f-  ajy* , 

le  produit  des  deux  facteurs  a:  -{-  «ty ,  x*  +  ety^,  sera  X+^K^ 
et  parconséquent  de  la  même  forme  que  chacun  d'eux.  On 
trouvera  de  même  que  le  produit  des  deux  autres  facteurs , 
X  -j-  0y,  x^  -{-  iSy* ,  sera  X  +  iSK-,  desorte  que  le  produit  to- 
tal sera  (X+  aY)  {X+fiY),  savoir 

X*  +  aXY  +  bY\ 

C'est  le  produit  des  deux  formules  semblables , 

1  1 

jc*  +  axy  +  by^,   x^  -f-  ax^y^  +  by. 

Si  on  voulait  avoir  le  produit  de  ces  trois  forftrales  sem- 
blables 

a:*  +  axy  +  by^, 

I  11  i 
3C*  -f-  axy  +  o^* , 

II  iiii         II 
x^  +  ax  y  -f-  by*, 

il  n'y  aurait  qu'à  trouver  celui  de  la  formule  X*  +  oXY-^-  bY* 

par  la  dernière  i^  +  iz  jj  jr  +  iy* ,  et  il  est  visible  par  les  for- 
mules ci-dessus^  qu'en  faisant 

y»  =  Xy»  +  Kx"  +  ûFy" , 
le  produit  cherché  serait 


1  1 


X*  -f  aXY  +  bY\ 
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On  pourra  trouver  de  même  le  produit  de  quatre  ou  d'an 
plus  grand  nombre  de  formules  semblables  à  celle-ci  , 

x^  +  axy  +  by^, 

et  ces  produits  seront  toujours  aussi  de  la  même  forme* 
go.  Si  on  fait 

on  aura 

et  parconséquent 

{x^  +  axy+by^y  =  X*  +  aXY+  bVK 

Donc ,  si  Ton  veut  trouver  des  valeurs  rationnelles  de  X  et 
Y,  telles  que  la  formule  X*  +  aXY  +  bY^  devienne  un  carré, 
il  n*y  aura  qu'à  donner  à  X  et  à  F  les  valeurs  précédentes ,  et 
Ton  aura  pour  la  racine  du  carré  la  formule  «*  7^  axy  -f-  ^> 
X  ety  étant  deux  indéterminées. 

Si  on  fait  de  plus 

x"  =  x'  =5  X,  j'"  =3^'  =  y 
on  aura 

X'=:Xx  —  bYy,   Y'  =  Xy  +  Yx  +  aYy,    , 

c'est-à-dire  en  substituant  les  valeurs  précédentes  de  Xet  Y, 

X'=zx^—Zbjcy^  +  abf, 
Y'  =  3a^y  +  doxf  +  (a*  —  ô)^  ; 
donc 

(x*  +  axy  +  by*f  =  X*  +  aXY  +  i'r». 

Ainsi,  si  l'on  proposait  de  trouver  des  valeurs  rationnelles  de 
X'  et  P,  telles  que  la  formule  X*  +  aXY  +  bh  devînt  un 
cube ,  il  n'y  aurait  qu'à  donner  à  X  et  F  les  Taleurs  précé- 
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Rentes }  moyennant  quoi  on  aurait  un  cube  dont  la  racine  serait 
JX^  -f-  aocy  +  iy*>  X  et  j^  étant  deux  indéterminées. 

On  pourrait  résoudre  d'une  manière  semblable  les  questions 
où  il  s'agirait  de  produire  des  puissances  quatrièmes  y  cin- 
^quièmes  etc.  ;  mais  on  peut  aussi  trouver  immédiatement  des 
formules  générales  pour  une  puissance  quelconque  m,  sans 
passer  par  les  puissances  inférieures. 

Soit  donc  proposé  de  trouver  des  valeurs  rationnelles  de 
JC  et  F,  telles  que  la  formule  X*  +  aXY  -|-  bY^  devienne  une 
puissance  m  ^  c'est-à-dire  qu'il  s'agisse  de  résoudre  l'équation 

Comme  la  quantité  X*  +  aXY  -^bY*  est  formée  du  produit 
^es  deux  facteurs  X  +  aY  et  X  +  jSK,  il  faudra ,  pour  qu# 
cette  quantité  devienne  une  puissance  du  degré  m,  que  chacun 
de  ses  deux  facteurs  devienne  aussi  une  semblable  puissance. 

Faisons  donc  d'abord 

X+AYz=:{x+dLyY\ 

et  développant  cette  puissance  par  le  théorème  de  Newton,  on 
aura 

+  "'("'-0("*-O  x»-y*'+  etc. 
Or  y  puisque  a  est  une  des  racines  de  l'équation 

on  aura  aussi 

«t*  —  a*  +  fc=  o  ; 
-donc 

«*  =  a«  — *  £  ^  *'  =  a«*  —  i*=(a*— 6)«—  oô. 
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et  ainsi  de  suite.  Ainsi  il  n'y  aura  qu*à  substituer  ces  yal 
dans  la  formule  précédente,  et  elle  se  trouvera  par-là  a 
posée  de  deux  parties ,  Tune  toute  rationnelle  qu'on  cou 
rera  à  X ,  et  Tautre  toute  multipliée  par  la  racine  a. ,  ^ 
comparera  k  etV, 

Si  on  fait  pour  plus  de  simplicité 

A'    =zi  B'  =o 

A'^  =a  B''  =  b 

A'''  =  o/^"  —  bA^  J5»"  =  ai5"  —  hB^ 

A'""  =  aA'''  —  6^"  B'""  =  aB^" —  bB'* 

A^    =  aA'^  —  bA''\  B''  =  aB'^  —  bB''\ 
etc.              etc.  etc. 

en  aura 

rt*  =  u^"     A  —  B"^ 

rt^  =  ^»^  A  —  B'\  etc. 
Donc  substituant  ces  valeurs ,  et  comparant ,  on  aura 

^ ^ ia:"»-y5»'~etc. 

m{m — i)(m — 2)  «  ,  , 

Or ,  comme  la  racine  a  n'entre  point  dans  les  expressk 
de  X  et  Y,  il  est  clair  qu'ayant 

X+Ar=(^x+Ay)-^, 
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on  aura  aussi 

donc  multipliant  ces  deux  équations  l'une  par  rautre>  on  aura 
X*  +  aXY  +  ir»=  (x*  +  ary  +  iy*)", 

et  parconséquent 

Z  '=zai^  -{-  ttxy  +  iy*. 

Ainsi  le  problème  est  résolu. 

Si  a  était  =  o,  les  formules  précédentes  deviendraient  bean- 
coup  plus  simples  \  car  on  aurait 

^^"=  — iSetc. 
et  de  même 

J5>  =  o,i5"  =  i,^"»=o,i?»^=— i»,5^==o,^^"=i'etc. 

donc 

X=ar™ i: 'X^''^v^b4 ^ ^ — „    . ' 

a  -^  a. 0,4 

a;"»-4y4ia  —  etc. 

_^m(m— i)(m~ii)(m— 5)(m— 4)  ^«5y3fc^«.etc. 

1^.3.4.5  -^ 

et  ces  valeurs  satisferont  à  l'équation 

91.  Passons  maintenant  aux  formules  de  trois  dimensions  ; 
pour  cela  nous  désignerons  par  «,  /S,  y  les  trois  racines  de 
réquation  du  troisième  degré , 

^— CM*+  ij— c=o. 
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et  nous  considérerons  ensuite  le  produit  de  ces  trois  facteun, 

lequel  sera  nécessairement  rationnel ,  comme  on  va  le  yoir.  Ll 
multiplication  faite ,  on  aura  le  produit  suivant , 

xi+{A  +  $+y)jdy+CA*  +  fi'  +  y)afz+^ctfi^àBy+ey) 

-+  (  «*i3>  +  eey^  +  e^yàL)yz'^  +  a^S^^h?^ 
or  par  la  nature  de  Téquation  on  a 

de  plus  on  trouvera 

donc  faisant  ces  substitutions,  le  produit  dont  il  s'agit  sera 

+  çy'  +  acy*z  +  tcyz*  -|-  c*5i^. 

Et  cette  formule  aura  la  propriété ,  que  si  on  multiplie  en- 
«emble  autant  de  semblables  formules  que  Ton  veut ,  le  produit 
sera  toujours  aussi  une  formule  semblable. 

En  effet ,  supposons  qu*on  demande  le  produit  de  cette  fbr- 

I  I  * 

mule-là  par   cette   autre-ci,  a?  +  fl^*y'  +  («*  —  26  (a:*2i* 

^bxy  -f  (ai  —  Zc)xyz'  +  (6*  —  acc>  a?'s^  +  çy^  4"  o^y*** 
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«+  bcy^z*  +  c*z'  ;  3  est  clair  qu'il  n'y  aura  qu'à  chercher  celai 
de  ces  six  facteurs,  x+ tfy-|-**jB,  x+i8y +^*z,  3:+7y-fo^% 
a'  -|-  cey '  +  **a* ,  x*  +  ^y^  +  jSV ,  x*  +  ^/j^*  +  y V ;  qu'on 
multiplie  d'abord  x  +  *y  +  tt^z  par  x*  +  *y*  +  **2'>  o^^  ^^^^ 
ce  produit  partiel  xx*  +  «t  (xy*  +  j^x*)  +  «*  (xz*  +  zx'  +jyO 
+  fit^  (^z*  +zy*  )  +  tf^zz*  ;  or  *  étant  une  des  racines  de  l'é- 
quation ^  —  oî* '^bs'^c^zo  ,  on  aura 

tt?  —  ûflt*  +  i*  —  c  =s  G , 

parconséquent 

«^  =£:  a«*  •— &ce -f"  ^î 
donc 

«4=3aA^— &«&*-}- cce  =  (a'—6)ce*<— (a6-—c)«  +  oc; 

desorte  qu'en  substituant  ces  valeurs ,  et  faisant  pour  abréger 

-Y=  XX*  —  cQyz*  +  zy»  )  +aczzS 
K=xy*  -f  ^x*  —  fcCj'z*  +2y) — (ab  —  c)zz^, 
Zs=xz»Hu2x»+jy  +aQyz*+zy*)  +  (a*  — 6)zz\ 

le  produit  dont  il  s'agit  deviendra  de  cette  forme, 

c*est-à-dire  de  la  même  forme  que  chacun  des  facteurs-  Or 
comme  la  racine  a  n'entre  point  dans  les  valeurs  de  X,  Y,  Z^ 
il  est  clair  que  ces  quantités  seront  les  mêmes  cu  chanlgeant  « 
en  i8  on  eu  y;  donc  puisque  l'on  a  déjà 

on  aura  aussi ,  en  changeant  a,en0, 

(x+ffy-}.c»a)(x»+cy-f-cv)=x+(rr+c*z, 

et  en  changeante  en ^, 
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donc  multipliant  ces  trois  équations  ensemble ,  on  anra  i*m 

GÔté  le  produit  àes  deux  formules  proposées  ^  et  de  l'autre  la 

formule 

A*  +  aX^Y+  (a*  —  ai)  X^Z  -f  bXY^  +  (aô  —  3c)  XYZ 
+  (6*  —  aoc)  XZ»  +  cl^  +  ocY^'Z  +  bcYZ^+  f^Z?, 

qui  sera  donc  égale  au  produit  demandé  y  et  qui  est  ^  c^mme 
l'on  voit  ^  de  la  même  forme  que  chacune  des  deux  formules 
dont  elle  est  composée. 

Si  on  avait  une  troisième  formule  telle  que  celle-ci  ^ 

i^  +  flô^"  +  (a  —  ai)  à?»a'»  +  ia;»y  +  (ai  —3c)  a:"y V^ 
+  (  6*  —  aac)  a:» V  +  cy^  +  acyz"  +  icy"à^ .+  c*â^  ^ 


et  qu'on  voulût  avoir  le  produit  de  cette  formule  et  des  deux 
précédentes ,  il  est  clair  qu'il  n  y  aurait  qu'à  faire 

X»=  Xr"'—  c  (Fa»  +  ZyO  +  ûcZa" , 

p=xy"  +  rx»— 6(ra"+Zy")  — (^*  — ^)^»" 

Z»  =  Xz"  +  Zx"  +  yy»  +  a  (  Fz"  +  Zy"  )  +  (a*— ô)Za", 
.et  Ton  aurait  pour  le  produit  cherché 

k^  +  ai^'y»  +  (a»  — ai)  X^Z'+iX'P +  (û5  —  3c)  X^r^^ 
+  (  i»  —  aac)  X»Z^  +  cF3  ^  ccF^Z»  +  è^F^i;*  +  (^2?^ 

ga.  Faisons  maintenant 


nous  aurons 


X  =  X*  —  acyz  +  acz*, 

F  =  axy  —  ohyz  —  (ai  —  c  )  z*, 

Z  =  ax2  +3^*  +  aoys  -f-  (a*—  i) a% 
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€t  ces  valeurs  satisferont  à  Téquation 

X3  +  aX^K-f.  JXP  +  cP-|-(a*'— 2i)X^»Z  +(ai— 3c)XKZ 

«n  prenant 

>^==  0:3  ^  ^j^j^  ^  j^  _j.  ey3  +  (a» — ai)  x*z  +  (ai  ~  3c)  ay» 
+  açy«z  +  (i*  —  2ac)  xz*  +  içyz*+  ez^  ; 

donc  si  l'on  avait  ^  par  exemple  ,  à  résoudre  une  équation  de 
cette  forme  ^ 

<ï,  i,  c  étant  des  quantité»  quelconques  données,  il  n'y  jurait 
^u*à  rendre  Z  =  o ,  en  faisant 

^^^+3^*  +  2ay2+  (a*— 6*)z*  =  o, 
rfoii  Ton  tire 

^__y  +  agyz-f(c"— i)g' 

et  substituant  cette  valeur  de  x  dans  les  expressions  précé- 
dentes de  Xf  Y  et  f^,  on  aura  des  valeurs  très-générales  de  ces 
quantités,  qui  satisferont  à  l'équation  proposée. 

Cette  solution  mérite  d'être  bien  remarquée  a  caisse  de  sa 
généralité  et  de  la  manière  dont  nous  y  sommes  parvenus ,  qui 
est  peut-être  l'unique  qui  puisse  y  conduire  facilement. 

On  aurait  de  même  la  résolution  de  l'équation 

^3  +  aX>Y'  -h  (a*  —  ai)  X*Z^  +  iJ^'  h  +  (û*  —  3c)  XTZ' 
+  (i*— 2ac)A?Z'  4.cr3+acï'*2»+icr*Z*+c»Z3===/^, 
^n  faisant  dans  les  formules  ci-dessus 
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et  prenant 

J^zzi a?  -^  tix^y  '^  (^a^  —  26)  x^  +ixy*+  (afr  —  3c)ayt 
-f-  (i*  —  aac)  a»*  +  çy^  +  cuy^z  +  icya*  +  c'a* 

Et  on  pourrait  résoudre  aussi  successivement  les  cas  où  ^  auliea 
de  la  troisième  puissance  F^  »  on  aurait  V^,  f^  etc.  ;  mais  nom 
allons  traiter  ces  questions  d'une  manière  tout-à'£ait  générale , 
comme  nous  Tavons  fait  dans  l'art,  go  ci-dessus. 

93.  Soit  donc  proposé  de  résoudre  une  équation  de  cette 
forme , 

X*  +  a:ï*r+  (a»  —  ai)  X»Z  +  iA'P+  (ai  —  3c)  XKZ 
+  (6»  —  aac)  XZ»+  cTP  +  acPZ-f.  icrZ*  +  e2?z=irr 

Puisque  la  quantité  qui  forme  le  premier  membre  de  cette 
équation  n'e^t  autre  chose  que  le  produit  de  ces  trois  facteurs, 

(X  +  «r+«*Z)(X+/gK+^*Z)(A^+j.r-f3.*Z), 

il  est  clair  que  pour  rendre  cette  quantité  égale  à  une  puis^ 
eance  du  degré  m ,  il  ne  faudra  que  rendre  chacun  de  ces  fac^ 
teurs  en  particulier  égal  à  une  pareille  puissance.  Soit  donc 

X  +  *r  +  A*Z  ==  (x  +  «x  +  «'a)"» , 

on  commencera  par  développer  la  puissance  m  de  x-f-  «^-|^ 
ttH  par  le  théorème  de  Newton ,  ce  qui  donnera 

x^  +  Tnjc^-^Qy  4- tfz)rt  +  ^^^~'^a:»---«(jf-f-<cz)*^ 

m(m — i)(m  —  2)    «    ,,      ,        n?  ^   , 
4 ^ L^ ix"*""^(y  +  *a)'«*4-  etc. 

ou  bien,  en  formant  les  différentes  puissances  de  j'  +  *5,  ^ 
ordonnant  ensuite ,  par  rapport  aux  dimensions  de  «c  ; 

•+-(m(m— 1  ^x^-r^yz  H i ^^ ix«-y )  ni} + etc. 


Mais  cofntae  dans  cette  formule  on  ne  voit  pàô  àiâément  la 
loi  des  termes  ,  nous  supposerons  en  général 

(a:+ ^ly+ci^z)'"  ==  P +jP»a  +  PV  +  P»V  +  P'V  +  etci: 
fet  Ton  trouvera 


px     —'ÎO^ 


X 


hû  _(im—i)yP'  +iïmzP 

zx 


5x  * 

^ 4^ 

etc. 

t  est  de  qui  se  débiontre  facilement  par  le  calcul  diâTéreiitiel. 

Maintenant  on  aura ,  à  cause  que  et  est  une  des  racines  Àé 
l'équation  > 

*^  —  ûw*  +  i^  — i-  c  =  o  ^ 

Ipn  aura»  dis^je^  '■■ 

a?  i—  û«t*  -i-  iflfc  —  c  =  o  ; 
d'où 

et*' = a**  •— i  &«ft  +  c  j 
donc 

«t*  r=:  aJ-^bct^  +  cflt=(a*  —  ft)  et*  —  (ai  —  c)  «t  -|-  ne; 
tt5^==  (  a*  _.  i)  ^3  —  ç  qJ  —  c)  et*  +  occt  =  (a^4*i  fio^-^  c)  «t* 

_(^«i_i»^ac)««  +  (fl*— i6)ci  ' 

et  ainsi  de  suite;  ... 

Desorte  que  si  on  fait  ^  pour  plus  de  simplicité  ^ 


ik.- 


4^2  ADDITIONS. 

A'  =o 
A''  =  1 
A'''=a 
A'^  =aA'''  —  bA''  +cA' 

A'''  =aA^    —bA'''  ^cA''\ 

etc. 
B'     =1 

-6»"  =zb 

^•^   =aB'''  —bB''  -j^cB"^ 

B^     ==a5»^  —bB'''+cB'^ 

etc. 
C     =o 

C»    =o 

C"  =c 

etc. 
«  =  ^'fit*  —  B'a  +  C 

etc. 

Substituant  donc  ces  valeurs  dans  l'expression  de  (x  -f-  «ey 
+  a"i5)'",  elle  se  trouvera  cQmpoâée  de  trois  parties ,  Tune 
toute  rationnelle,  Tautre  toute  multipliée  parct,  et  la  troisième 
toute  multipliée  par  ct^;  ainsi  il  ny  aura  qu'à  comparer  la 
première  à  X,  la  seconde  à  ccK ,  et  la  troisième  à  cc^Z;  et  Ton 


on  aura 
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•ura  p^p  ce  moyçn 

X  =  P  +  P'O  +  P"C"  +  piiiC»"  +  P>^C^3  etc. 
7=  —  P'i?*  -e-  P"'i5»  — .  i?"»^»»  -^  i'»^^»^  etc. 
Z  —  P'A'  +  P"^»  +  pi'i^iu  4-  p^^ji^^  etc. 

Ces  valeurs  satisferont  donc  à  Técjuation 

jç  +  ^r  +  fit*A:  =;  (;c  +  rty  +  et^z)"»; 

et  comme  la  racinç  et  n'entre  point  en  particulier  dans  le  ex- 
pressions de  j\r,  F  et  Z,  il  est  clair  qu'on  pourra  changer  a 
en  i3,  ou  en  ^,  desorte  qu'on  aura  également 

X  +  /Sr  +  /S^Z  =  (:ç  +  /Sy  +  /S»z)«,      - 
et 

X  +  yY+yZ=(^x  +  yy  +  yzY, 

Or  multipliant  ensemble  ces  trois  équations ,  il  est  visible 
que  le  premier  membre  sera  le  même  que  celui  de  Téquation 
proposée ,  et  que  le  second  sera  égal  à  une  puissance  m  ,  dont 
la  racine  étant  nommée  ^,  on  aura 

/^=.  x^  +  axr'y  -f-  (a»  _  Q,b)x^z  +  bxy""  +  {ab  —  Zc)xyz 
+  ( i"  —  sac)  xz*  -f-  cy^  +  acy^z  -f-  bcyz^  +  c*2i^. 

Ainsi  on  aura  les  valeurs  demandées  de  X,  Y ,  Z  <^^  ^>  les- 
quelles renfermeront  trois  indéterminées  x ^y,  «. 

<)4-  Si  on  voulait  trouver  des  formules  âe  quatre  dimensions 
qui  eussent  les  mêmes  propriétés  que  celles  que  nous  venons 
4' examiner ,  il  faudrait  considérer  le  produit  de  quatre  fac- 
teurs de  cette  forme, 

a;  -f-  tfy  +  «t*z  +  etH 

^  +  ^^  +  J^'a-^-<^^^>, 


4fi4  additions; 

en  supposant  que  tL^fi^y^i"  fussent  les  t-acines  d'une  êqiiatiQi 
du  quatrième  degré  ,  telle  que  celle-ci  „ 

5^  —  as^  +  i5*-^cj  +  cî=o; 
pn  aura  ainsi 

tfi8  +  fit^  +  fittT  +  iSj.  +  |S^+  ><^=  ft^ 
«fjS^  +  tf/S«P  +  ctj.«P  +  183.^  =  c, 

moyennant  quoi  on  pourra  déterminer  tous  les  coel&ciena  dei 
difFérens  termes  du  produit  dont  il  s'agit ,  sans  connaître  le9 
racines  tty  ^  ^  y  y^en  particulier.  Mais  comme  il  faudra  faire 
pour  cela  diflFçrenteî  réductions  qui  ne  peuvent  pas  se  présen-r 
ter  facilement ,  on  pourra  s'y  prendre ,  si  on  le  juge  plu§  coixh 
^ode  y  de  la  manière  que  voici. 

Qu'on  suppose  en  général 

fit  comine  ^  e§t  déterpiiné  par  l'équation 

S^ 05^  +  Jj*  —  C5  +  d==  o , 

qu'on  chasse  s  de  ces  deux  équations  par  les  règles  connues,  et 
l'équation  résultante  de  l'évanouissement  de  s  étant  ordonnée, 
par  rapport  à  l'inconnue  p  ,  montera  au  quatrième  degré  ;  de 
^orte  qu'elle  pourra  se  mettre  sous  cette  forme , 

p4  _  iVp3  J^p^^^R  —  o. 

Or  cette  équation  en  p   ne  iponte  au  quatrième  degré  que 
parce  que  ^  peut  avoir  les  quatre  yaleui^s  a,   fi,   3^,   î,  et 


z 
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Bii^ainsi  p  peut  avoir  aussi  ces  quatre  valeurs  correspondantes  ^ 

a:  +  cj'  +  ei^z  4-  clH 
a:  +  i3y  4.  iS^z  +  fiH 

iP  +  jy  +  S'^z  +  ^t^ 

lesquelles  ne  sont  autre  chose  que  les  facteurs  dont  il  s'agît 
d'avoir  le  produit.  Donc,  puisque  le  dernier  terme  H  doit  être 
le  produit  de  toutes  les  quatre  racines ,  ou  valeurs  de  p ,  il  s'enr 
suit  que  cette  quantité  R  sera  le  produit  demandé. 

Mais  en  voilà  assez  sur  ce  sujet  que  nous  pourrons  peut- 
#tre  reprendre  dans  une  autre  occasion. 

Je  terminerai  ici  ces  Additions  que  les  bornes  que  je  me 
suis  prescrites,  ne  me  permettent  pas  d*étendre  plus  loin  ;  peut-, 
être  même  les  trouvera-t-on  déjà  trop  longues;  mais  les  objets 
que  j  V  ai  traités  étant  d'un  genre  assez  nouveau  et  peu  connu, 
j'ai  cru  devoir  entrer  dans  plusieurs  détails  nécessaires  pour  se 
mettre  bien  au  tait  des  méthodes  que  j*ai  exposées  et  de  leurs 
^ifTérens  usages. 
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